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Vorwort.

Die Grundlage der vorliegenden Schrift bildet meine vor mehr als drei Jah-
ren erschienene freie Bearbeitung von J. B olyai’s absoluter Raumlehre.*
Zu dieser Arbeit veranlasste mich der damals in der »Zeitschrift fiir den
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht< in héchst unduld-
samer und leidenschaftlicher Weise gefiihrte Streit iiber die zweckmaéssigste
Behandlung der Lehre von den Parallelen; dadurch wollte ich Klarheit in die-
se wichtige Frage bringen, namentlich das Unniitze der Beweis-Versuche fiir
das elfte euclidische Axiom darlegen.

Da gegenwiirtig die richtige Ansicht tiber die Parallelen-Frage in die mei-
sten Kreise gedrungen ist, so glaubte ich, dass eine vollstandige Untersuchung
der geometrischen Voraussetzungen und eine iibersichtliche Zusammenstel-
lung der Resultate der darauf beziiglichen Arbeiten nicht ohne Interesse sein
diirfte.

Die Literatur, soweit sie sich auf den hier in engen Grenzen behandel-
ten Stoff bezieht, konnte Dank der vielfachen Unterstiitzung meiner Freunde
ziemlich vollsténdig beriicksichtigt werden. Besonders dankend muss ich die
Bereitwilligkeit des Herrn Dr. J. Hotiel (Professor in Bordeaux) rithmen,
der mir nebst anderen wichtigen Schriften das Manuscript seiner Ueberset-
zung des in russischer Sprache erschienenen Hauptwerkes von Lobat-
schewsky’s »Neue Principien der Geometrie nebst einer vollstandigen
Theorie der Parallelen< fiir meine Studien zur Verfiigung stellte.

Die Darstellungsweise wurde durch die Riicksicht bestimmt, dass mei-
ne Schrift Lesern gewidmet sei, welche mit der gewohnlichen Behandlung
der Geometrie vertraut, das Bediirfniss einer Aufkldrung der Dunkelheiten
in den Principien fiihlen; diesen Zweck glaubte ich durch eine kurze, alles
iiberfliissige Detail vermeidende Schreibweise am besten zu erreichen. Dass
ich unter diesen Umsténden bei der Wahl der aus den Elementen als be-
kannt vorauszusetzenden Theorien manchmal nach der einen oder anderen

*Absolute Geometrie nachJ. Bolyai bearbeitet. Leipzig, Verlag von B. G.
Teubner. 1872.
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Richtung etwas zu weit ging, moge der geehrte Leser entschuldigen. Als das
Endziel meiner Schrift halte ich die Erkenntniss des Einflusses einer jeden ein-
zelnen geometrischen Voraussetzung: denn nur dadurch kénnen die den ver-
schiedenen Formen der Erfahrung entsprechenden Theorien aufgebaut wer-
den. Die fiir die letzteren eben erwédhnten Fragen hochst wichtigen Untersu-
chungen von Riemann und Helmholtz fanden hier eine ungleiche
Beriicksichtigung. Fiir die erstere suchte ich durch erlduternde Bemerkungen
und die Angabe der Schriften, welche die bei Riemann unterdriickten Rech-
nungen enthalten, dem Leser das Studium dieser Abhandlung zu erleichtern.
Die Arbeit von Helmholtz wurde (mit Ausnahme der Schlussfolgerungen)
hier desshalb vollstéandig mitgetheilt, weil sie den Zusammenhang der analy-
tischen und synthetischen Voraussetzungen der Geometrie aufkléart, und weil
es moglich ist, die analytischen Entwicklungen in zwei wesentlichen Punkten
zu vereinfachen, wodurch diese Untersuchung an Klarheit und Uebersicht-
lichkeit bedeutend gewinnt.

Bei der Correctur des Druckes wurde ich vom Herrn A. v. Fr a n k, Lehrer
an der hiesigen Gewerbeschule, auf das freundlichste unterstiitzt, wofiir ich
ihm meinen innigsten Dank ausspreche.

Graz, im Mérz 1876.

Johannes Frischauf.
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Erstes Buch.

Voraussetzungen und Grundgebilde.

Einleitende Bemerkungen.

1.

Die Erfahrung fiithrt uns zur Idee, die Korper ohne Riicksicht auf ihre
besonderen Eigenschaften blos nach der Moéglichkeit der Zusammensetzung
zu einem anderen und der Zerlegung in Theile zu betrachten. Die Erfahrung
lasst uns auch erkennen, dass jeder Korper einen gewissen Raum einnimmt,
néamlich einen Theil des durch die Erfahrung gegebenen Raumes. Dadurch
gelangen wir zur Idee eines Raumes, in welchem Korper sein kénnen, aber
nicht sein miissen. Dieser Raum ist, da wir ihn durch das Wegdenken der in
demselben sich befindlichen Dinge erhalten, ein leerer Raum; man nennt ihn
desshalb auch den idealen.

In dem idealen Raume kann man sich einzelne Theile denken, die durch
die Korper der Erfahrung ausgefiillt werden kénnen. Diese Theile kann man
unter einander gleichartig voraussetzen — weil sie eben durch keine bestimm-
ten Korper ausgefiillt sind. Den idealen Raum stellt man sich daher iiberall
gleichartig und ohne Unterbrechung zusammenhéngend, d. i. stetig vor.
Derselbe ist daher auch theilbar bis zu beliebig kleinen Theilen.

2.

Ein aus dem (idealen) Rédume ausgeschiedener (d. i. fiir sich betrachteter)
Theil heisst ein (mathematischer) K 6rper, das ihn vom Gesammtraume
Abgrenzende heisst die Oberfldche des Korpers.

Durch einen Schnitt & kann ein Koérper K in zwei Theile A und B zerlegt
werden, welche letztere wieder durch Zusammenfiigung den ersten Koérper K
bilden. Man sagt: die Kérper A und B beriihren sich im Schnitte $.
Der Schnitt  heisst auch eine F14che, die Korper A und B bestimmen
die entgegengesetzten Seiten derselben.



Bei zwei Schnitten  und &' desselben Korpers K kénnen — Fig. 1.
zwei Fille eintreten. Liegt der eine Schnitt vollstéandig auf der

einen Seite des ersten, so wird der dieser Seite zugehorige Theil Ah

von K wieder in zwei, also der urspriingliche Kérper in drei

Theile zerlegt. Liegt jedoch der eine Schnitt zu beiden Seiten qv
des anderen, d. h. geht er durch den anderen Schnitt hindurch,

so wird jeder der beiden Theilkorper wieder in zwei Korper,

also der urspriingliche Korper in vier Theile zerlegt. Die beiden Schnitte
% und &' schneiden sich in einer Linie [, welchedie Durchschnitts-
linie der beiden Schnittflichen heisst. Sind A und B die Theile von K,
erhalten durch den ersten Schnitt &, A’ und A”, B’ und B” die Theile in
Folge eines zweiten Schnittes &' der zweiten Art, so beriihren sich die
Korperpaare A’ und B”, A” und B’, welche zu entgegengesetzten Seiten der
beiden Schnitte liegen, in der gemeinsamen Linie [ dieser Schnitte.

Ein dritter Schnitt &” kann derart gefiihrt werden, dass er jeden der vier
Theilkorper der beiden ersten Schnitte, also auch die beiden ersten Schnitte
selbst, mithin auch ihre Durchschnittslinie in einem P unkte P schneidet.
Der urspriingliche Kérper K wird dadurch in acht Theile zerlegt; je zwei
Theil-Korper der vier Paare, welche zu entgegengesetzten Seiten der drei
Schnitte liegen, beri hren sich in dem Punkte P.

Denkt man sich von den Theilen A und B des Korpers K fortgesetzt
ohne Ende Theile abgeschnitten ohne den Schnitt & zu treffen, so erhélt
man den Begriff der Fléche & als eines selbststindigen Gebildes im Raume. In
gleicher Weise kann man von zwei Korpern, die sich in einer Linie [ beriihren,
fortgesetzt Theile abschneiden, ohne diese Linie [ zu treffen, und dadurch zum
Begriffe der Linie im Raume gelangen. Den Punkt im Raume kann man als
das Endresultat der Schnitte betrachten, die fortgesetzt an zwei in einem
Punkte sich beriihrenden Koérpern derart gefiihrt werden, dass sie den Punkt
nicht treffen.

3.

Die Oberflache eines Kérpers kann als der Inbegriff der Schnitte, welche
den Korper vom Raume abtrennen, betrachtet werden. Jede Flédche kann da-
her als Theil der Oberflache eines Korpers angesehen werden, sie wird von
letzterem durch einen Inbegriff von Linien abgetrennt, welche der Um fang
der Flache heisst. Wird eine Fliache durch einen Schnitt in zwei Fliachen zer-
legt, so bestimmen die letzteren die beiden entgegengesetzten Seiten der Li-
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nie, welche der Schnitt auf der gegebenen Fliche bildet. Ein Schnitt trifft
eine Linie in einem Punkte, die beiden Theile der Linie bestimmen die ent-
gegengesetzten Seiten des Punktes.

Die entgegengesetzten Seiten der Oberfliache eines Korpers, welche durch
den Korper und den ihn umgebenden Raum bestimmt sind, werden resp.
die innere und die &ussere Seite der Oberfliche genannt. In gleicher
Weise nennt man die beiden entgegengesetzten Seiten des Umfanges einer
Fliache, welche durch die Fléache und den sie ergénzenden Theil der Oberfléche
des (hinzugedachten) Korpers bestimmt sind, resp. die innere und die
dussere Seite der Flache.

4.

Punkt, Linie, Flache und Korper sind die Grundgebilde der Geo-
metrie. Jedes Gebilde kann von einem Orte des Raumes an einen anderen ge-
bracht werden; zwei Gebilde, etwa A und B, welche sich nur durch die Orte,
an denen sie sich befinden, unterscheiden, werden congruente Gebilde
genannt und durch A = B bezeichnet. Diese vorausgesetzte Beweglichkeit
ermoglicht die Einfiihrung von Gebilden, welche aus lauter congruenten Ele-
menten in gleicher Weise zusammengesetzt sind, und welche man »an allen
Stellen gleichartig< nennt. Zwei solche Gebilde kénnen ohne Riicksicht auf ih-
re Grenzen zur Deckung gebracht und mit einander verglichen d. i. gemessen
werden. Man priift z. B. eine an allen Stellen als gleichartig vorausgesetz-
te Flache hinsichtlich dieser Eigenschaft dadurch, dass jeder beliebige Theil
derselben durch Verschiebung auf der Flache mit jedem beliebigen Theil der
ungeénderten Fléche zur Deckung gebracht werden kann. Bei dieser Verschie-
bung fallt die dussere oder innere Seite des verschobenen Theils resp. mit der
inneren oder dusseren Seite der ganzen betrachteten Flache zusammen. In
gleicher Weise kann auf einer solchen Fléche in einer an allen Stellen gleich-
artigen Linie jeder ihrer Theile mit einem beliebigen anderen zur Deckung
gebracht werden. Beispiele hierzu sind die Kugelfliche und der auf ihr lie-
gende Kreis nach unseren gewohnlichen Vorstellungen.

Eine Flédche heisst um ke hrb ar, wenn — dieselbe zweimal gedacht —
die inneren oder &usseren Seiten zur Deckung gebracht werden konnen.

Zwei Gebilde, welche aus congruenten Theilen in beliebiger Weise zusam-
mengefiigt sind, werden gleich genannt, und zwar inhaltsgleich
oder flachengleich,jenachdem Korper oder Flachenrdume in Betracht
kommen.
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Anmerkung. Die Voraussetzung der Congruenz ist bei allen auf Grossenbestim-
mungen beziiglichen Untersuchungen unerlésslich; denn jede Grossenbestimmung setzt die
Mboglichkeit des Abtragens der Grosseneinheit von einer (zu messenden) gegebenen Grosse,
also die Unabhéngigkeit der Grossen vom Orte voraus.

Dieselbe Voraussetzung liegt auch der Arithmetik zu Grunde, ob man nun die Zahl
als das Ergebniss der wiederholten Setzung eines Dinges oder als Beziehung eines Gliedes
einer Reihe zu einem Anfangsgliede betrachtet. Denn im ersteren Falle hat man eine Menge
identischer Objecte; im zweiten Falle gelangt man nur dann zum Zahl-Begriff, wenn die
Beziehung zwischen immer je zweien der Objecte in der Reihe unverédndert bleibt. In
beiden Féllen hat man es also mit Identitdten zu thun. Die Anwendung der Rechnung auf
die Geometrie setzt also vor allem anderen die Moglichkeit der Congruenz voraus.

Die Messung der Raumgrossen beruht auf der Voraussetzung der Zusammensetzung
aus congruenten Elementen. Es werden daher alle Linien aus congruenten Linien-Elemen-
ten, alle Flachen aus congruenten Flachen-Elementen und consequentermassen alle Kérper
aus congruenten Korper-Elementen zusammengesetzt betrachtet.*

5.

Die Gebilde werden in begrenzte und unbegrenzte, endli-
che und unendliche unterschieden. Der Ausgang dieser Benennung
stammt von dem Reihenbegriffe. Eine R eih e ist der Inbegriff von Gréssen
A B,C,..K,L, M, ..in welchem jede einzelne Grosse d. i. jedes Glied, etwa
L, nach einem und demselben Bildungsgesetze durch seine Beziehung zu sei-
nem vorausgehenden K oder nachfolgenden M bestimmt ist. Die Moglichkeit
des successiven Ueberganges durch alle Glieder einer Reihe findet auch bei
den geometrischen Gebilden statt; man kann von einem Theil eines Gebildes
zum néchsten, u. s. w. iibergehen, d. h. die auf einander folgenden Theile des
Gebildes als die Glieder einer Reihe betrachten. Es geniigt daher die oben
angefiihrten Unterschiede bei den Reihen zu erdrtern.

Eine Reihe heisst unbegrenzt, wenn man — ohne Umkehrung des
Uebergangsprocesses — fortgesetzt von einem Gliede zu einem néchsten
iibergehen kann. Gelangt man bei diesem Uebergang zum Ausgangs-Gliede
zuriick, so ist die Reihe eine en d 1i ¢ h e; gestattet jedoch die Reihe ein fort-
gesetztes Uebergehen von einem Gliede zu einem andern, ohne dass man zu
einem fritheren Gliede zuriickkommt, so heisst die Reihe eine unendli-
c h e. Als Beispiel einer endlichen (unbegrenzten) Reihe kénnen die (gleichen)
Theile einer Kreislinie dienen; als unendliche Reihe erscheint die unbegrenzt
fortgesetzte Reihe der ganzen Zahlen. Jede unendliche Reihe ist unbegrenzt,

*Ausfiihrlichere Untersuchungen iiber die mathematischen Voraussetzungen sollen im
dritten Buche folgen.



da man in einer solchen Reihe fortgesetzt von einem Gliede zu einem anderen
iibergehen kann.

Dem idealen Raume wird mit Recht die Eigenschaft der »Unbegrenzt-
heit<« zugesprochen. Denn eine Grenze wiirde eine Ungleichheit mit den
iibrigen Theilen voraussetzen, was unseren Vorstellungen widerspricht. Dar-
aus folgt keineswegs die Unendlichkeit des Raumes, letztere Figenschaft miiss-
te erst besonders nachgewiesen werden.

Anmerkung 1. Die Unterscheidung zwischen »unbegrenzt< und »unendlich<
wurde zuerst von B. Riemann in seiner Habilitationsschrift »Ueber die Hypothesen,
welche der Geometrie zu Grunde liegen< (vorgelesen zu Gottingen am 10. Juni 1854) ge-
macht. Beriicksichtigt man, dass im Unbegrenzten in Folge des fortgesetzt wiederholten
Uebergangs-Processes auch das Moment des Unendlichen vorkommt, indem zur Darstel-
lung dieser Wiederholung die Reihe der ganzen Zahlen gew#hlt werden kann, so darf man
sich nicht wundern, wenn mit der Unbegrenztheit des Raumes demselben auch zugleich
die Eigenschaft der Unendlichkeit zuerkannt wurde.

Anmerkung 2. Die Eigenschaften des idealen Raumes sind durch die in ihm
befindlichen Gebilde bedingt. Es ist mindestens in der Geometrie unniitz, ihm andere
Eigenschaften noch zuzusprechen. Man wird daher den idealen Raum dann als unendlich
voraussetzen, wenn unendliche Gebilde in Betracht gezogen werden.

6.
Aus den Erklarungen des vor. Art. folgt:

a) Die Oberflache eines vollstandig begrenzten Korpers kann als eine unbe-
grenzte Fliche betrachtet werden. Gleiches gilt auch von dem Umfang
einer Fliche eines Korpers.

b) Sind auf einer Flache zwei unbegrenzte Linien gegeben, und schneidet
die eine den Umfang der durch die andere bestimmten Fldche einmal,
so muss sie denselben mindestens nochmals schneiden. Denn im Mo-
mente des Schneidens geht die unbegrenzte schneidende Linie aus dem
Aeussern ins Innere der Fliache, sie muss also, um zu den Punkten im
Aeussern wieder zuriickzukehren, den Umfang beim Austritte nochmals
schneiden.

Da die unbegrenzte schneidende Linie nach dem Austritte die Fléiche der
zweiten Linie nochmals schneiden kann, u. s. w., so gilt allgemein der Satz:
Zwei unbegrenzte Linien auf derselben Fléche schneiden sich in einer geraden
Anzahl von Punkten, wenn sie sich einmal schneiden.
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¢) Analog wie in b) wird bewiesen: Eine unbegrenzte Linie schneidet die
Oberfliche eines Korpers in einer geraden Anzahl von Punkten, wenn
sie dieselbe einmal schneidet.

7.

Die Aufgabe der Geometrie besteht in der Erforschung der Eigenschaf-
ten der Gebilde, sowol der einfachen unmittelbar gegebenen, als auch solcher,
welche aus diesen durch Verbindung und unter Voraussetzung des Congruenz-
Axioms erhalten werden. Man beginnt ihre Entwicklung gewohnlich derart,
dass man gewisse einfache Gebilde durch ihre Definitionen einfiihrt. Es wird
die Existenz von Linien und Flachen, die resp. aus congruenten Theilen zu-
sammengesetzt sind, vorausgesetzt. Nennt man, wie dies fast allgemein ge-
schieht, Gerade diejenige Linie, die durch zwei Punkte bestimmt ist —
die also aus congruenten Stiicken zusammengesetzt, mithin an allen Stellen
gleichartig ist —, ferner E b e n e diejenige Flidche, dass die geradlinige Ver-
bindung zweier Punkte vollsténdig in ihr liegt; so sind mit der Unbegrenzt-
heit und Unendlichkeit der Geraden die Unbegrenztheit und Unendlichkeit
der Ebene ausgesprochen. Da die Unbegrenztheit des idealen Raumes aus
dessen Gleichartigkeit an allen Theilen folgt, so kann der Geraden, also auch
der Ebene die Eigenschaft der Unbegrenztheit zuerkannt werden. Die Eigen-
schaften der Endlichkeit und Unendlichkeit miissen besonders vorausgesetzt
werden, und daher die beziiglichen Formen der Geometrie einzeln entwickelt
werden.

An der Stelle dieses gewohnlichen Verfahrens sollen diese Gebilde aus
einfacheren Voraussetzungen hergeleitet werden, wodurch auch ihre Eigen-
schaften vollstdndiger und naturgemésser entwickelt werden.

Anmerkung 1. Diese Ableitung wurde in gelungener Weise zuerst von W. B o -
lyai und Lobatschewsky durchgefithrt. Der Grundgedanke, welcher bereits von
Leibniz (s. Uylenbrsk »Christiani Hugenii aliorumque seculi XVII virorum celebrium
exercitationes mathematicae et philosophicae« Hagae MDCCCXXXIII, Fasc. II, p. 8) bei
der Erklarung der geometrischen Orte angedeutet wurde, besteht in Folgendem: Um die
Ebene zu erhalten, denke man sich von zwei Punkten O und O’ (als Mittelpunkte) fortge-
setzt (concentrische) Kugelflichen mit (demselben aber) immer grosser werdenden Radius
beschrieben. Der Inbegriff der Durchschnittslinien je zweier Kugelflichen mit gleichem Ra-
dius ist eine E b e n e. Dreht man die sémmtlichen Durchschnittslinien d. h. Kreise um die
durch die Endpunkte eines Durchmessers eines dieser Kreise bestimmte Gerade als Axe,
so bleiben bei dieser Bewegung die Punkte der Axe in Ruhe, wihrend alle iibrigen Punkte

der Ebene ihre Lage verdndern.
Die ziemlich iibereinstimmende Darstellung der beiden oben genannten Mathematiker



wurde auch in dieser Schrift befolgt.

Anmerkung 2. Die Versinnlichung von geometrischen Figuren und ihren Bezie-
hungen durch Zeichnung hat nur den Zweck, eine Uebersicht der Lagenverhé&ltnisse und der
Anordnung im Allgemeinen zu vermitteln. Daraus folgt, dass es nicht néthig ist, die wah-
ren Dimensionen (oder deren Verhéltnisse) der Figuren durch eine Zeichnung darzustellen
— was fiir rdumliche Gebilde auch unmoglich ist —; sondern es geniigt, wenn die Linien,
Winkel, . . der Figur durch Linien, Winkel, . . in der Zeichnung versinnlicht sind, ohne dass
man sich zu sehr um die Richtigkeit der einzelnen Verhéltnisse zu kiimmern braucht. Diese
Verzerrung kann sogar in den einzelnen Theilen der Zeichnung wechseln; namentlich fiir
diejenigen Theile der Figur, welche in der vorliegenden Untersuchung gar nicht in Betracht
kommen, kann die Abweichung ziemlich bedeutend werden, wiahrend es zweckméssig ist,
von den in Untersuchung gezogenen Theilen der Figur eine moglichst richtige Zeichnung
zu liefern. Diese beildufige Andeutung der Lagenverhéltnisse der Figuren findet in der
absoluten Geometrie hiufig statt. Aber auch in den angewandten mathematischen Wis-
senschaften verfihrt man ja auf dieselbe Art. Z. B. Die nahezu kreisférmigen Planeten-
bahnen werden bei der Untersuchung der elliptischen Bewegung durch stark excentrische
Ellipsen, hingegen, wenn es sich um die Anordnung der Bahnen im Sonnensystem handelt,
durch Kreise, deren Radien nicht in den Verhéltnissen der mittleren Entfernungen stehen,
sondern so gewahlt werden, dass man eine bequeme Zeichnung erhélt, versinnlicht.

Kugelflaiche und Kreislinie.

8.

Um die gegenseitige Lage zweier Punkte A und B zu fixiren, denke man
sich dieselbe durch eine beliebige feste Linie (die man sich nach Art. 2 aus
einem Korper geschnitten denken kann) verbunden. Diese Verbindung soll
durch AB bezeichnet werden. Sind die Punkte A, B, C, . . eines Gebildes
durch beliebige Paare Linien in feste Verbindung gesetzt, was durch ABC . .
ausgedriickt werden soll, so kann dieses Gebilde aus irgend einem Theile
des Raumes in einen anderen Raum-Theil {ibertragen werden. Sind nach
Ausfiihrung dieser Uebertragung A’, B’, C’, . . die entsprechenden Punk-
te des Gebildes in dem anderen Raumtheil, so nennt man nach Art. 4 die
Gebilde ABC' ... und A’/B'C"... congruent und bezeichnet dies durch
ABC ... 2 A'B'C". ...

Sind A und B, A’ und B’ zwei Punktpaare im Raume von der Eigenschaft,
dass AB =2 A'B’ ist, so sagt man: die Punkte A’ und B’ haben gleichen
Abstand mit den Punkten A und B.

Der Inbegriff aller Punkte M, welche von einem gegebenen Punkt O glei-
chen Abstand haben, heisst eine Kugelfliche. Diese ist an allen Stellen
gleichartig, stetig und theilt den Raum in zwei Bestandteile: in einen allsei-
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tig begrenzten und einen unbegrenzten. Jeder Punkt des begrenzten Theils
kann nur in den unbegrenzten gelangen, wenn er durch die Kugelfliche geht.
Der Punkt O heisst der Mittelpunkt, der unverinderliche Abstand der
Punkte O und M — durch OM bezeichnet — der Radius der Kugel-
flache. Der durch die Kugelflache abgegrenzte (korperliche) Raum wird eine
Kugel genannt.

Durch den Mittelpunkt und den Radius ist die Kugelfiiche, also auch die
Kugel eindeutig bestimmt.

Zu jeder Kugelfliche kann man sich aus demselben Mittelpunkte eine
zweite die erstere einschliessende denken, man sagt dann: die zweite hat einen
grosseren Radius als die erste.

Zwei Theile von Kugelfldchen mit verschiedenen Radien kénnen nicht (oh-
ne Riicksicht auf die Grenzen) zur Deckung gebracht werden. Denn ergénzte
man diese Theile zu ihren Kugelflichen, so miissten im Falle der Moglichkeit
der Deckung der Theile auch die ganzen Kugelflachen sich decken kénnen.

9.

Zwei Kugelflichen & und &' mit verschiedenen Mittelpunkten O und O’,
von denen die eine theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der andern
liegt, schneiden sich in einer Linie k£, welche eine Kreislinie genannt
wird. Die Kreislinie ist (nach dem Grundsatze »gleiche Bestimmungen er-
zeugen Gleiches<) an allen Stellen gleichartig. Daraus folgt:

a) Sind M und N zwei beliebige Punkte der Kreislinie, so kann das Gebilde
OO'M mit dem Gebilde OO’N zur Deckung gebracht werden.

b) Denkt man sich von einem ihrer Punkte, etwa A, zwei Punkte M und
M’ nach entgegengesetztem Sinne in gleicher Weise bewegt, so treffen
sie in einem Punkte B derart zusammen, dass sie durch die beiden
Punkte A und B in zwei congruente Theile zerlegt wird. Man sagt: die
Kreislinie ist von A aus in B halbirt.

In &hnlicher Weise kann jedes der beiden Stiicke AM B und AM’B in zwei
congruente Theile zerlegt werden, u. s. w., d. h. man kann sich die Kreislinie
aus congruenten Stiicken bestehend denken.

Jede der beiden Kugelflichen % und &' wird durch die Kreislinie & in
zwei Flachen-Segmente zerlegt; es seien 8B und B’ die Segmente von . Das
von der Fliche &' eingeschlossene Segment, etwa 9B, wird mit der stetigen
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Vergrosserung des Radius der Kugelfliiche &' so lange stetig wachsen, bis die
ganze Fliche % von der Fliche &' eingeschlossen ist. Durch stetige Vermin-
derung des Radius von &' wird das eingeschlossene Segment B der Fliche &
bis zum Verschwinden abnehmen, in welchem Momente die beiden Flachen
% und &' sich beriihren* und zwar von innen oder von aussen, je
nachdem der Punkt O" im Inneren oder Aeusseren der Kugelfliche liegt. Bei
fortgesetzter Abnahme des Radius der Fliche & wird die zugehorige Kugel
entweder ganz innerhalb oder ganz ausserhalb der Fliche $ liegen. Daraus
folgt, dass eine Fliche & existiren muss, fiir welche die beiden Segmente B
und B’ einander gleich werden; die zugehorige Kreislinie & halbirt also die
Flache ® und wird dann eine Hauptlinie dieser Fliache genannt.

10.

Es sei B das kleinere Segment der Kugelfldche
$. Von einem beliebigen Punkt C' der Linie k las- Fig. 2.
se man einen Punkt D in der Linie k£ bewegen und
beschreibe aus C' mit dem jedesmaligen Radius C'D
eine Kugelflache; diese schneidet die Fliche ® in ei-
ner Kreislinie [ und bestimmt in der Linie k£ auf der ‘i
mit D entgegengesetzten Seite des Punktes C' einen C
Punkt D’ derart, dass CD = C'D’ ist. Das auf dem
Segmente B liegende Stiick DD’ der Kreislinie [ hal-
bire man im Punkte M (indem man von D und D’
aus Punkte in gleicher Weise bewegen ldsst, welche
in der Mitte M zusammentreffen). Diese Punkte M
construire man stetig vom Radius Null bis zu jenem Radius, der durch die
beiden Punkte C' und C’, wo C” der zu C' zugehorige Halbirungspunkt von
k ist, bestimmt wird. Der Inbegriff aller Mitten M ist eine stetige Linie m,
welche sich in allen Punkten der Linie k auf gleiche Weise errichten lasst, so
dass ein Punkt C' in der Linie k gehend sie auf der Fliche ® mitfiihren kann.
Jeder Punkt der Linie m bleibt bei dieser Bewegung entweder an demselben
Ort, d. h. ist ein Ruhepunkt, oder er ist hinsichtlich der Punkte O und O’
gleich bestimmt und bildet daher auf der Fliche $ eine Kreislinie. Ein Ru-
hepunkt R muss existiren; denn sonst wére eine letzte Kreislinie vorhanden,
auf welche man wieder das vorige Verfahren der Construction der Linie m

*Ob diese Beriihrung in einem oder in mehreren Punkten stattfindet, wird im Folgen-
den erwiesen.



anwenden konnte. Durch die Bewegung der Linie C'R auf der Fliche $ bis
zur Riickkehr des Punktes C' wird das ganze Segment B beschrieben. Dar-
aus folgt, dass auf dem Segment B kein zweiter Ruhepunkt T existiren kann,
weil sonst dasselbe Segment B durch die Bewegung der Linien C'R und C'T
beschrieben wiirde.

Die Linie m erstreckt sich vom Punkte C' an durch den Punkt R hindurch
bis zum Punkte C’; im Punkte R wird die Linie m halbirt, so dass also
CR = C'R ist. In gleicher Weise wird durch diese Linie die Fliache 2 halbirt.

Sind die beiden Segmente % und B’ einander gleich, so kann man durch
Halbiren des auf dem Segmente B’ liegenden Stiickes C'D der jedesmaligen
Kreislinie [ einen Inbegriff von Punkten M’ erhalten, welcher ebenfalls eine
stetige Linie m/ bildet, durch deren Bewegung das Segment 9B’ beschrieben
werden kann und fiir welche ebenfalls ein Ruhepunkt R’ existirt. Die Lini-
enstiicke CR und C'R’ zusammen erzeugen, wiahrend der Punkt C' durch die
ganze Kreislinie & hindurch bewegt wird, die ganze Fliche $. Bei dieser Be-
wegung bleiben die Punkte R und R’ in Ruhe; wihrend jeder andere Punkt
dieser Linie eine Kreislinie beschreibt.

Man nennt jede Bewegung eines Gebildes, bei welcher gewisse Punk-
te des Gebildes in Ruhe bleiben, eine Drehung. Die Drehung kann bis
zur Riickkehr in die Anfangslage fortgesetzt werden; den durchlaufenen Weg
nennt man eine Um drehun g des Gebildes um die festen Punkte, und die
durch Umdrehung einer Linie erzeugte Fldche eine Rotationsfléache.
Aus dem Vorhergehenden erhellt, dass die Kugelfldche als eine Rotations-
fliche betrachtet werden kann.

11.

Als Umkehrung des vorigen Art. gilt folgender Satz: Sind O und O’ zwei
fest verbundene Punkte, sind ferner A und B zwei verschiedene Punkte des
Raumes derart, dass

OA=0B, O'A=0'B

ist, so schneiden sich die aus den Mittelpunkten O und O’ mit den resp.
Radien OA und O’ A beschriebenen Kugelflichen $ und &’ in einer Kreislinie,
in welcher die beiden Punkte A und B liegen; es kann daher der Punkt A
in dieser Kreislinie durch den Punkt B hindurch bis zur Riickkehr bewegt
werden”.

*Man kann diesen Satz nicht als evident erkldren, ohne die Voraussetzung zu machen,
dass zwei Kugelfldchen nicht zwei Punkte gemein haben konnen, ohne sich zu schneiden.



Es seien die Radien OA und O’A einander gleich. Ist L ein Punkt von
&, welcher ausserhalb der Kugelfliiche &' liegt, so beschreibe man mit einem
Radius, welcher zwischen O’ A und O'L liegt, eine Kugelfliche &”, welche die
Kugelfliche $ in einer Kreislinie k& schneidet.

Sind die beiden Radien OA und O’A ungleich, und ist O’A der kleinere
Radius, so beschreibe man aus O’ mit dem Radius gleich OA eine Kugelflache
&", welche die Kugelfliche $ in einer Kreislinie & schneidet.

Die Punkte A und B liegen gleichzeitig in einem der beiden Segmente
B und B’ in welche die Flache ® durch die Kreislinie k zerlegt wird. Con-
struirt man daher eine Linie m, so muss der Punkt A vom Ruhepunkt R
verschieden sein, weil sonst auch B mit R identisch sein miisste, was gegen
die Voraussetzung ist, dass A und B verschiedene Punkte sind. Jedem der
Punkte A und B entspricht daher bei der Bewegung von m eine Kreislinie,
diese beiden Linien miissen (der gleichen Bestimmung von A und B gegen O
und O" wegen) mit einander identisch sein.

Zusatz. Aus dem eben bewiesenen Satze erhellt, dass zwei Kugel-
flichen sich nur in ein em Punkte berithren kénnen.

Gerade und Ebene.

12.

Es sei O der Mittelpunkt einer Kugelfliche &, O’ ein beliebiger Punkt
derselben: aus dem Punkt O’ als Mittelpunkt beschreibe man mit dem Radius
0’0 eine zweite Kugelfliche &'; beide Kugeln sind von einander verschieden
und jede liegt theilweise innerhalb, theilweise ausserhalb der anderen, sie
schneiden sich daher in einer Kreislinie k. Ebenso schneiden sich die beiden
Kugelflichen X und X’ welche aus den Mittelpunkten O und O’ mit gleichen
Radien > OO’ beschrieben werden, in einem Kreise s; denn alle Punkte der
Kugelfliiche &', also auch der Kugel X’, welche innerhalb der Kugelfliche &
liegen, liegen auch innerhalb der Flache Y.

Das soeben erhaltene System von Kugeln, Kugelflichen und Kreislinien
wird nicht geéndert, wenn man die Mittelpunkte O und O’ sammt ihren
Kugelflachen vertauscht.

Daraus folgt: Ist A ein beliebiger Punkt der Kreislinie k& der Fldchen
$ und &', B der zu A zugehorige Halbirungspunkt von k, so kénnen die
Mittelpunkte O und O’ sammt ihren Kugeln um die ruhenden Punkte A und
B derart bewegt werden, dass der Punkt O nach O’ und der Punkt O’ nach O



kommt; dabei féllt die Kreislinie k£ mit ihrer urspriinglichen Lage zusammen.
Aber auch in jeder Kreislinie s eines jeden Flichenpaares X und X’ gibt
es ein Punktpaar P und (), welches bei dieser Bewegung in Ruhe bleibt, so
dass, wenn M einer dieser beiden Punkte ist, es keinen von M verschiedenen
Punkt M’ gibt derart, dass ABM = ABM'’ ist. Ein solcher Punkt M wird
ein Einziges von AB genannt.*

Diese Punktpaare P und () werden fiir jede Kreislinie >
auf die folgende Art bestimmt: Ist K ein beliebiger Punkt Fig. 3.
von s und nicht ein Einziges von AB, so kann nach Art. 11

K um AB bis zur Riickkehr bewegt werden. Bei der oben
erwiahnten Bewegung des Kugelsystems falle der Punkt K p ‘ 0
nach K’; durch diese Punkte wird die Linie s in zwei Theile V
zerlegt: es sei P die Mitte des einen und ) die Mitte des K’

anderen; die Punkte der Linie PK fallen in der neuen Lage

mit den Punkten PK’ der urspriinglichen Lage zusammen, die Punkte P und
Q@ sind die Ruhepunkte der Drehung.

Die Punkte P folgen von einem der Punkte A oder B, etwa von A, und
die Punkte ) von B an, stetig auf einander, wenn die Fldchenpaare X und
X' stetig, vom Flichenpaare  und &' an, auf einander folgen.

Die zwischen den Punkten A und B dieser beiden Linien befindliche Liicke
kann dadurch ausgefiillt werden, dass man fortgesetzt Kugelflachen X' und X"
mit stetig kleiner werdenden Radien beschreibt. Die Reihe dieser Radien be-
ginnt von OO’ an und endet mit dem kleinsten Radius, in dem Momente, wo
die beiden Flachenpaare sich beriihren. Durch Bestimmung der Ruhepunkte
erhilt man ein Linienstiick AB, welches mit den (unbegrenzten) Linien AP
und B(@ eine einzige unbegrenzte Linie bildet, welche die Eigenschaft hat,

dass sie saimmtliche Ruhepunkte des Kugelsystemes enthélt, welches durch
die fortgesetzten Kugelflichenpaare X und Y’ bestimmt ist.

*Benennung von W. Bolyai.



13.

Im vorigen Art. ist die Existenz von Linien nachgewiesen, welche ihre
Lage nicht &ndern, wenn sie in zwei Punkten festgehalten werden. Diese ver-
suchte Lagendnderung ist derart zu verstehen, dass eine solche Linie, wenn
sie zugleich einem Flachen- oder Kérpergebilde angehérig ist, bei der Bewe-
gung des Gebildes (um die festen Punkte) lauter Ruhepunkte enthélt. Jede
Linie von der erwéhnten Eigenschaft wird eine Gerade genannt.

Zwei Gerade g; und go, welche zwei Punkte M und N gemeinsam haben,
fallen in allen Punkten zusammen. Denn bringt man die beiden Geraden mit
der durch das Kugelsystem der Punkte O und O’ des vorigen Art. bestimmten
Geraden g in eine solche Lage, dass die gemeinsamen Punkte M und N in
diese Gerade g fallen, so miissen simmtliche Punkte der Geraden ¢g; und g,
mit den Punkten der Geraden g zusammenfallen. Denn im entgegengesetzten
Falle miissten die Punkte der Geraden g; oder g oder beider Geraden, welche
ausserhalb der Geraden g fallen, als Punkte des Kugelsystems betrachtet bei
der Bewegung von O und O’ von den Ruhepunkten verschieden sein.

Die Gerade kann aus congruenten Stiicken zusammengesetzt gedacht wer-
den, nach den beiden entgegengesetzten Richtungen ins Unbegrenzte ver-
lingert und jedes zwischen zwei Punkten enthaltene Stiick, welches eine
Strecke genannt wird, ins Unbegrenzte getheilt werden.

Der Abstand zweier Punkte wird durch die zwischen ihnen enthaltene
Strecke bestimmt.

14.

Der Inbegriff aller Kreislinien ¢, welche als die Schnitte

der Fliachenpaare X und X’ erscheinen, bildet eine Fliche, Fig. 4.
welche eine E b en e genannt wird. Dieselbe kann durch Be-
wegung der Geraden PABQ (d. i. durch Bewegung der Ku-
gelflachen um die Punkte O und O’) erzeugt werden. Daraus
erhellt, dass die Ebene vermittelst der Geraden auf die fol-
gende Art erhalten werden kann: Eine Kreislinie als Durch-
schnittslinie zweier gleicher Kugelflichen werde in den Punk- E

ten A und B halbirt. Durch die Punkte A und B ist eine

Gerade bestimmt; es sei ferner C' die Mitte der Strecke AB. Eine der beiden
Hélften der Kreislinie werde in D halbirt, so ist durch die Punkte C' und D
eine zweite Gerade C'D bestimmt, welche senkrecht auf der Geraden
AB genannt wird. Dreht man die erhaltene Figur um AB, so beschreibt die



Gerade C'D eine Ebene.

Die Ebene ist eine umkehrbare Fléche. Vertauscht man ndmlich die Punk-
te O und O" sammt ihren Kugelflichen untereinander, so fallen die Kreislinien
» wieder zusammen. Fiir die eben erwiahnte Erzeugung der Ebene denke man
sich die vorige Figur nochmals und lege sie mit der ersten so zusammen, dass
die Geraden AB und BA sich decken; dann werden auch die beiden Ebe-
nen sich decken. Die beiden (entgegengesetzten) Seiten der Ebene sind daher
gleichartig; jedem Punkt des Raumes auf der einen Seite der Ebene entspricht
ein gleichliegender Punkt auf der entgegengesetzten Seite.

Die Gerade AB heisst »senkrecht auf der Ebene im Punkte C<.

15.

Fiir die Entwicklung der iibrigen fundamentalen Eigenschaften der Ebene
sind einige vorbereitende Satze nothig.

Durch drei Punkte und die drei von je zwei Punkten bestimmten Strecken
ist ein Gebilde bestimmt, welches ein Dreieck genannt wird. Die drei
Strecken heissen die Seiten des Dreiecks. Aus Art. 11 folgt, dass zwei
Dreiecke, welche die drei Seiten wechselweise gleich haben, congruent sind.

Zwei von einem Punkte A ausgehende Gerade AB und AM bilden einen
Winkel; der gemeinsame Punkt heisst der Scheitel, die von ihm ausge-
henden Geraden heissen die Schenkel des Winkels, derselbe wird durch
MAB oder BAM bezeichnet. Werden die Schenkel als starre (d. i. feste)
Linien gedacht, so kann der Winkel an einen beliebigen anderen Ort des
Raumes gebracht werden; bleibt der Scheitel A und ein Schenkel AB un-
gedndert, so ist die Lagenédnderung eine Drehung des zweiten Schenkels AM
um den ersten AB. Wegen der Gleichartigkeit und Stetigkeit des Raumes
wird durch die Umdrehung des bewegten Schenkels eine zusammenhéngende
Fldche (Kegelfliche) beschrieben; sind M und N zwei beliebige Punkte der-
selben, so sind die Winkel M AB und N AB einander gleich. Umgekehrt: Zwei
Winkel sind einander gleich, wenn sie in eine solche Lage gebracht werden
konnen, dass ihre Scheitel und Schenkel zusammenfallen.

Daraus folgt: Zwei Dreiecke sind congruent, wenn sie zwei Seiten und den
von ihnen eingeschlossenen Winkel wechselweise gleich haben.



16.

1) Eine Gerade, welche zwei Punkte M und N mit einer Ebene & gemein
hat, liegt vollsténdig in der Ebene €.

Es sei die Gerade AB auf der Ebene € im Punkte C
senkrecht, dabei werde AC' = BC' vorausgesetzt. Fiir jeden Fig. 5.
beliebigen Punkt P der Geraden M N ist nur zu beweisen, A
dass die Gerade C'P im Punkte C' auf der Geraden AB
senkrecht steht, indem dann nach Art. 14 die Gerade C'P als
eine specielle Lage der die Ebene € erzeugenden Geraden N
betrachtet werden kann. Mit Beriicksichtigung des vorigen C
Artikels erhélt man nach einander

AACM = A BCM, B
AACN = A BCN,
AAMN = A BMN,
AAMP = A BMP,
NACP = A BCP;

woraus die Gleichheit der Winkel AC'P und BC'P folgt. Die Gerade C'P ist
daher auf der Geraden AB im Punkte C' senkrecht.

2) Durch drei Punkte A, B, C, die nicht in einer Geraden liegen, ist
eine und nur eine Ebene bestimmt. Hatten zwei Ebenen & und ¢’ die drei
Punkte A, B, C gemeinsam, so hétten sie auch die drei Geraden AB, BC, CA
gemeinsam, welche auf jeder der beiden Ebenen ein Dreieck ABC' abgrenzen.
Ist P ein beliebiger Punkt der Ebene €, so liegt derselbe entweder innerhalb
oder ausserhalb des Umfanges des Dreiecks ABC'. Liegt P innerhalb, so ziehe
man die Gerade AP und verldngere dieselbe von P an ins Unbegrenzte,
wodurch die Gerade BC' in einem Punkte, etwa D, geschnitten wird. Die
Gerade AD, also auch der Punkt P, liegen in beiden Ebenen. Liegt der Punkt
P ausserhalb der Figur ABC und z. B. auf der entgegengesetzten Seite von
BC mit dem Punkte A, so ziehe man die Gerade PA, welche also die Gerade
BC' in einem Punkte, etwa D, schneidet; u. s. w.

3) Zwei verschiedene Ebenen € und ¢, welche einen Punkt A gemein-
sam haben, schneiden sich in einer Geraden. Denn zieht man in der Ebene &
durch den Punkt A eine Gerade M N, wo der Punkt A auf der Strecke M N
vorausgesetzt wird, so liegen die Theile M A und AN auf den entgegenge-
setzten Seiten der Ebene €. Ist P ein Punkt der Ebene &, ausserhalb der



Geraden M N, der mit M auf derselben Seite von €& liegt, so schneidet die
Gerade PN die Ebene ¢ in einem Punkte, etwa B. Die Gerade AB ist daher
die Durchschnittslinie der beiden Ebenen & und ¢'.

Zusatz 1. In jedem (beliebigen) Punkte C' einer Ebene ist eine und
nur eine auf dieser Ebene senkrechte Gerade AB moglich. Macht man die
Strecken C'A und C'B einander gleich, so konnen die Punkte A und B als die
Mittelpunkte der die Ebene erzeugenden Kugelflichen betrachtet werden.

Zusatz 2. Dreht man in einer Ebene eine Strecke derart, dass der eine
Endpunkt in unverdnderter Lage bleibt, so beschreibt der andere Endpunkt
eine Kreislinie, welche als der Durchschnitt zweier Kugelflichen mit gleichen
Radien betrachtet werden kann; der unverinderliche Punkt heisst der M it -
telpunkt, die gedrehte Strecke des R adius der Kreislinie; das erzeugte
Gebilde wird ein Kreis genannt.

Anmerkung. Ist die Kreislinie der Durchschnitt zweier Kugelflichen mit verschie-

denen Radien, so ist zum Nachweis, dass sie eine ebene Linie ist, der Satz, >dass von einem
Punkte ausserhalb einer Geraden nur eine Senkrechte moglich ist,< erforderlich.

17.

Im Art. 15 wurde eine vorldufige Definition des Win-
kels zweier Geraden gegeben. Aus der Existenz der Ebe- Fig. 6.
ne folgt, dass ein solcher Winkel ein ebenes Gebilde ist.

Gewohnlich wird derselbe entweder als ein Lagengebilde B’
oder als das Mass der Drehung einer Geraden oder als “
Mass der (unbegrenzten) Fliache zwischen seinen Schen- 4 1A’

keln angesehen. Alle diese Massbegriffe sind aus dem

Satze >die Kreislinie ist aus congruenten Theilen zusam-

mengesetzt< entlehnt. Aus dieser Eigenschaft folgt, dass

zwei Theile derselben Kreislinie in gleicher Weise wie zwei Strecken gemes-
sen werden konnen. Man kann daher das Verhéltniss eines Kreisbogens AB
zum Umfange u durch eine (rationale oder irrationale) Zahl darstellen. Fiir
eine zweite concentrische Kreislinie welche den Geraden OA und OB in den
Punkten A’ und B’ begegnet, hat das Verhéltniss des Bogens A’B’ zum zu-
gehorigen Umfang v’ denselben Werth; es ist daher

AB:u=AB":u.

Gleiches gilt auch von den Fléchen concentrischer Kreistheile begrenzt von
den in dieselben Geraden fallenden Radien und den zugehorigen Kreisbogen.



Durch diese fiir alle concentrischen Kreise constanten Verhéltnisszahlen
des Bogens AB zum Umfang u, der Fldche des Kreisausschnittes AOB zur
Fliache des ganzen Kreises wird der Winkel der Geraden OA und OB gemes-
sen. Ist die Masszahl = }1, so wird der Winkel AOB ein rechter genannt, und
durch R bezeichnet. Die Linien OA und OB sind im Punkte O auf einander
senkrecht, man bezeichnet dies durch OB 1 OA oder OA 1 OB.

Anmerkung. Beider Auswerthung oder Vergleichung zweier Winkel durch Zahlen
ist immer zu beriicksichtigen, dass sie durch Bogen oder Flachen von Kreisen mit gleichen
Radien gemessen werden, falls man sie nicht einzeln durch die Masszahlen an ihren Kreisen
ausdriickt.

18.

Zwei Ebenen, welche durch dieselbe Gerade gehen,
bilden einen Keil (oder Flichenwinkel). Die Gerade Fig. 7.
heisst die K ant e, die beiden durch sie halbbegrenzten
Ebenen die Seiten des Keils. A

Errichtet man in einem beliebigen Punkt A der Kan-
te des Keils in den beiden Seiten Senkrechte AB und BY c"
AC auf die Kante, so ist der Winkel BAC von un-
verdnderlicher Grosse fiir jede Lage des Punktes A; die- B! C’
ser Winkel ist daher das M ass des Keils.

Es sei A’ ein beliebiger zweiter Punkt der Kante,
A’B’ und A’C" seien die Senkrechten in den Seiten des
Keils A” die Mitte der Strecke AA’” und A”B” und A”C” die zugehorigen
Senkrechten in den Seiten. Man kann nun das Gebilde B”A"C" B'A'C" so
mit dem Gebilde C”"A”B” C AB zur Deckung bringen, dass die Geraden

A//B// A//C// A//A
des einen Gebildes, mit den Geraden
A//C// A//B/l A//A/

des anderen Gebildes zusammenfallen, wodurch auch der Scheitel und die
Schenkel des Winkels BAC mit dem Scheitel und den Schenkeln des Winkels
C'A'B’ zusammenfallen.



19.

Zwei Ebenen stehen auf einander senkrecht, wenn sie einen rech-
t en Keil bilden.

1) Zieht man in einem beliebigen Punkte A der Durchschnittslinie a zweier
senkrechten Ebenen 21 und Q" eine Gerade « senkrecht auf die eine Ebene 2,
so liegt diese Gerade in der zweiten Ebene 2.

2) Ist eine Gerade auf einer Ebene 2 senkrecht, so ist jede durch die
Gerade gelegte Ebene B auf der gegebenen Ebene 2 senkrecht.

3) Die Durchschnittslinie a zweier auf einer dritten Ebene B senkrechten
Ebenen A und 2’ steht auf derselben Ebene B senkrecht.

4) Zwei Gerade a und ', welche auf einer Ebene 2 senkrecht stehen,
liegen in einer auf dieser senkrechten Ebene 2.

Die Beweise dieser Sétze ergeben sich aus dem vorigen Art. mit Zuziehung
des Satzes, dass in einer Ebene in einem Punkt einer Geraden auf diese nur
eine einzige Senkrechte moglich ist.



Zweites Buch.
Unendlicher Raum.

Erster Abschnitt.
Parallelen-Axiom und euclidische Geometrie.*

Das geradlinige Dreieck.

20.

1) Man kann jedes Dreieck ABC' in ein
flachengleiches ABE verwandeln, in welchem Fig. 8.
die Summe der Winkel A und E gleich dem
Winkel A des gegebenen Dreiecks ABC' ist. C E
Verbindet man die Mitte D der Seite BC'
mit dem Punkt A und macht die Verldngerung
DE = AD, so ist

A B

A ADC = A EDB:

addirt man dazu das Dreieck ABD), so erhélt man den obigen Satz.

2) Es sei A der kleinste Winkel des Dreiecks ABC, dieser wird in zwei
Theile EAB und FAC = AEB zerlegt, welche entweder gleich oder verschie-
den sein konnen. Wendet man das obige Verfahren auf das Dreieck ABE
derart an, dass man wieder den kleinsten Winkel in zwei Theile zerlegt, so
erhédlt man ein neues Dreieck, dessen Fléche und Winkelsumme gleich ist der
Flache und Winkelsumme des urspriinglichen Dreiecks ABC und in welchem
zwei Winkel zusammen gleich oder kleiner sind als die Hilfte des kleinsten
Winkels A des gegebenen Dreiecks. Durch n-malige Anwendung dieser Ope-
ration erhélt man ein Dreieck LM N, welches mit dem Dreiecke ABC' gleiche

*In diesem Abschnitte sind alle bekannten und leicht beweisbaren Sétze, besonders,
wenn sie sich nicht auf die Parallelentheorien beziehen, weggelassen. Ebenso sind alle nicht
erkliarten Bezeichnungen im gewohnlichen Sinne zu nehmen.



Flache und Winkelsumme hat und in welchem die Summe zweier Winkel,
etwa M und N Kkleiner ist als A : 2", also (fiir ein hinreichend grosses n)
kleiner gemacht werden kann als jede noch so kleine gegebene Grosse.

Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Dreiecks ABC' kann nicht
grosser sein als zwei Rechte. Denn wére die Winkelsumme = 2R + «, so
kénnte man aus dem Dreiecke ABC' ein Dreieck LM N erhalten, in welchem
die Summe zweier Winkel kleiner als o, der dritte Winkel also grosser als 2R
sein miisste.

Die Summe der Winkel eines Dreiecks ist daher entweder gleich oder
kleiner als zwei Rechte.

Der Aussenwinkel eines Dreiecks ist entweder gleich oder grosser als die
Summe der beiden inneren nicht anliegenden Winkel.

21.

Durch einen Punkt B ausserhalb einer Ge-
raden AA’ kann man eine Gerade BM derart Fig. 9.
ziehen, dass sie mit der Geraden AA’ einen be-
liebig kleinen Winkel bildet.

Man ziehe willkiirlich die Gerade BC, wel-
che mit der Geraden AA’ den spitzen Winkel
ACB bildet, mache CD = BC, so ist in dem
gleichschenkligen Dreieck BC'D nach Art. 20 der
Winkel D < %AC’B.

Durch fortgesetzte Wiederholung dieser Construction erhélt man schliess-
lich eine Gerade BM, die mit der Geraden AA’ einen Winkel bildet, der
kleiner ist als jede beliebig kleine Grosse.

AV

22.
Istin einem Dreieck ABC die Summe der Winkel
gleich zwei Rechte, so ist auch die Summe der Winkel Fig. 10.

eines jeden Dreiecks gleich zwei Rechte.

1) Betrégt die Winkelsumme des Dreiecks ABC zwei
Rechte, so betrigt dieselbe auch in jedem vom Dreieck
ABC' abgeschnittenen Dreiecke wie ADC, ADE zwei
Rechte. A D B



Denn wiirde die Winkelsumme der Dreiecke ADC' und DBC resp. 2R—x
und 2R —y betragen, so erhielte man durch Addition der Winkelsummen der
beiden Dreiecke 2R — (z + y) als Winkelsumme des Dreiecks ABC'. Dasselbe
gilt auch vom Dreiecke ADFE.

2) Zerlegt man das Dreieck ABC' durch die Héhe C'D in zwei rechtwinklige
Dreiecke, so kann man eines derselben, etwa ADC' durch Anlegung eines
congruenten zu einem Viereck ADCE ergénzen, in welchem jeder Winkel
ein rechter ist.

Aus dem Vierecke ADCFE kann durch fortgesetzte
Anlegung des gegebenen ein anderes Viereck mit vier Fig. 11.
rechten Winkeln und den in eine Ecke zusammenpassen-
den Seiten von der Liange mAE und EC und aus diesem
wieder ein Viereck mit abermals vier rechten Winkeln
und den in eine Ecke zusammenstossenden Seiten mAFE
und nEC, wo m und n beliebig grosse Zahlen sind, erhal- A B
ten werden. Dieses Viereck wird durch eine Diagonale in
zwei congruente rechtwinklige Dreiecke getheilt, fiir welche die Winkelsumme
je 2R betragt. Von einem solchen Dreieck kann man jedes beliebige andere
rechtwinklige abschneiden; die Winkelsumme eines jeden rechtwinkligen, also
auch jedes beliebigen Dreiecks betrigt daher zwei Rechte.

Daraus folgt mit Beriicksichtigung des Art. 20, 2): die Summe der Winkel
eines Dreiecks ist entweder in jedem Dreieck gleich zwei Rechte oder sie
ist in jedem Dreieck kleiner als zwei Rechte.

Die Entscheidung, welche von diesen beiden Annahmen in der Wirklich-
keit stattfindet, steht im Zusammenhang mit der Untersuchung der einander
nicht schneidenden Geraden, welche in derselben Ebene liegen.

Nicht schneidende Gerade in derselben Ebene,
parallele Gerade.

23.

1) Zwei Gerade AA" und BB’, welche von einer dritten Geraden AB
derart geschnitten werden, dass die Summe der innern Winkel, welche auf
derselben Seite der schneidenden Geraden AB liegen, zwei Rechte betrégt,
koénnen sich nicht schneiden.



Sind AA” und BB" die Riickverlangerungen von AA’ Fig. 12.

und BB’, so konnen die Gebilde A’ABB’ und B"BAA"
zur Deckung gebracht werden. Wiirden sich daher AA’
und BB’ schneiden, so miissten sich auch AA” und BB”
schneiden. Es ist daher die Existenz von einander nicht 4 E
schneidenden Geraden in derselben Ebene nachgewiesen. X
2) Ist C die Mitte von AB, und DE eine beliebige D B
durch C' gezogene Gerade, welche die Gerade A’A” also
(wegen der Congruenz der Gebilde A’ABB’ und B"BAA")
auch die Gerade B'B" schneidet, so betrigt auch die Sum-  grr g

A" B’

me der beiden auf derselben Seite von DFE liegenden Win-

kel zwei Rechte.

Aus ACAD = ACBE folgt Winkel ADC = CEB, also

A'DE + BED = ADE + (2R — A'DE) = 2R.

24.

Man kann nach dem vorigen Artikel in einer Ebene
durch einen Punkt A ausserhalb einer Geraden B’'B”
mindestens eine die Gerade BB’ nicht schneidende
Gerade A’A” ziehen, indem man etwa AB 1 B’B” und
A’A” 1 AB zieht. Alle im Punkte A halbbegrenzten
Geraden auf derselben Seite der Geraden AB, welche
ausserhalb des Streifens A’A” und B’'B” fallen, schnei-
den die Gerade BB’ nicht; hingegen kann man inner-
halb der halbbegrenzten Fliche A’ABB’ Gerade (wie
AC in der Figur) ziehen, welche die Gerade BB’ schnei-
den; d. h. man kann alle auf derselben Seite der Geraden
AB liegenden im Punkte A halbbegrenzten Geraden in

Fig. 13.
E'A'" D B’
C
A B
D'A" E BH

zwei Classen bringen: 1) in solche, welche die Gerade BB’ nicht schneiden,
und 2) in solche, welche die Gerade BB’ schneiden. Die gemeinsame Grenzli-
nie dieser beiden Classen wird die Parallele zur Geraden BB’ genannt;
diese Grenzlinie ist nun entweder mit der Geraden AA’ identisch oder liegt
innerhalb des Streifens A’ABB’, in diesem Falle sei etwa die Gerade AD
die Parallele. In jedem Falle besteht das Kennzeichen der Parallelen durch
einen Punkt A zu einer Geraden BB’ darin, dass sie der Geraden BB’ nicht
begegnet, dass aber jede andere Gerade, wie z. B. die Gerade AC, die man



gegen die Gerade BB’ hin unter einem noch so kleinen Winkel resp. CAA’
oder CAD mit der Parallelen zieht, die Gerade BB’ schneidet.

Ist die Parallele die Gerade AA’, dann werden alle iibrigen durch den
Punkt A gezogenen Geraden die Gerade B’B” schneiden.

Ist eine von AA’ verschiedene Gerade, etwa die Gerade AD die Paral-
lele, so mache man auf der entgegengesetzten Seite von AB den Winkel
BAFE = BAD. Die Gerade AF ist dann die Parallele zur Geraden BB” und
sind AD' und AE die Riickverlangerungen von AD und AFE, so werden alle
innerhalb der Winkel DAE’ und EAD’ gezogenen Geraden (mit sammt ih-
ren Riickverldngerungen) nicht schneidende Gerade zur Geraden B’'B” sein,
wihrend die ibrigen Geraden (oder ihre Riickverlingerungen) die Gerade
B’B” schneiden. Man erhélt in diesem Falle fiir den Punkt A ausserhalb der
Geraden B’'B” folgende Classen von Geraden: 1) Schneidende Gerade,
2) Nichtschneidende Gerade, 3) Zwei durch den Punkt A gehen-
de parallele Gerade, namlich die Gerade AD parallel zur Geraden BB’
und die Gerade AFE parallel zur Geraden BB” (die Riickverldngerung von
BB'). In diesem Falle muss man ausserdem die Richtung des Parallelismus
beriicksichtigen, wihrend dies im vorigen Falle {iberfliissig ist.

Dass die Gerade AB — in der Richtung von A nach B — zur Geraden
CD — in der Richtung von C' nach D — parallel ist, wird durch

AB || CD

bezeichnet.

25.

Aus der Definition fiir Parallele ergeben sich Fig. 14.
folgende Eigenschaften: A

1) Eine Gerade AA’ ist an allen ihren Punkten 2 A A; ,
zu einer Geraden BB’ parallel, d. h. ist AA’ || A
BB, so ist auch A1A’ | BB, AA' | BB/, . .
wo Ay, Ay, . . beliebige Punkte der nach beiden
Richtungen unbegrenzten Geraden AA’ sind. B G E D B'

a) Liegt der Punkt A; auf der Geraden AA’, so ziehe man die Gerade A;C
unter einem beliebig kleinen Winkel A’A;C. Fiir jeden Punkt C der
halbbegrenzten Geraden A;C schneidet die Gerade AC' die Gerade BB’
etwa in D. In das Dreieck ABD, wo AB 1. BB’ ist, tritt die unbegrenzte



Gerade A;C ein, sie muss daher den Umfang desselben nochmals und
zwar in einem Punkte der Seite BD, etwa in F, schneiden.

b) Liegt der Punkt A; in der Riickverlingerung der Geraden AA’, so ziehe
man die Gerade Ay F unter einem so kleinen Winkel, dass die Gerade
AB in F geschnitten wird. Macht man den Winkel A’AD = A’A5F, so
schneidet die unbegrenzte Gerade Ay F' den Umfang des Dreiecks ABD
nochmals und zwar in einem Punkte der Seite BD, etwa in G.

2) Zwei Gerade sind stets gegenseitig parallel; d. h. ist AA’ || BB’, so ist
auch BB’ || AA'.

Ist AA’ || BB', so kann man fiir jeden beliebigen Punkt A der Geraden
AA’ einen Punkt B der Geraden BB’ derart finden, dass Winkel A’AB =
B’BA ist. Nach Art. 22, kann man eine Gerade AC so ziehen, dass der Winkel
A’AC < ACB' ist. Macht man auf der Geraden C'B von C' aus die Strecke
CD = AC, so ist der Winkel B'DA = DAC < DAA’. Bewegt man nun den
Punkt C' bis D, und verbindet seinen jedesmaligen Ort mit dem Punkte A,
so erhélt man fiir einen auf der Strecke C'B liegenden Punkt, etwa B, eine
Verbindungslinie AB derart, dass A’AB = B’BA ist, woraus unmittelbar die
Eigenschaft der Gegenseitigkeit des Parallelismus folgt.

Ist M die Mitte der Strecke AB, MM' 1. AB, so
ist MM' || AA"” und MM’ || BB'. Denn wiirde die Fig. 15.
Gerade AA’ die Gerade M M’ schneiden, so miisste D
auch die BB' die M M’ in demselben Punkte schnei- BC

/
den. Zieht man AC unter einem beliebig kleinen B
Winkel A’AC, so begegnet dieselbe der Geraden M’
BB’, also auch der Geraden M M'.
3) Zwei Gerade BB’ und C'C’; welche einer und A’
derselben Geraden AA’ nach derselben Richtung A

parallel sind, sind zu einander parallel.
a) Die drei Geraden AA’, BB’, CC’ liegen in derselben Ebene.

Dass die Geraden BB’ und C'C” sich nicht schneiden kénnen, folgt un-
mittelbar daraus, weil sonst durch den Durchschnittspunkt nach derselben
Seite mit der Geraden AA’ zwei Parallele moglich wéren.

Folgen die drei Geraden in der Ordnung AA’, BB’', CC’ auf einander,
so ziehe man von einem Punkte C' der Geraden C'C’ die Gerade C'D unter
einem beliebig kleinen Winkel C'C'D gegen die Gerade AA’, welche also diese
Gerade, etwa in D, mithin auch die Gerade BB’, etwa in E, schneidet.



Folgen die Geraden in der Ordnung BB’, AA’, CC" auf einander, so zie-
he man von einem beliebigen Punkt der Geraden BB’ oder C'C’, etwa vom
Punkt C der Geraden C'C’, eine Gerade unter einem beliebig kleinen Win-
kel DCC" gegen die Gerade AA’, welche also die Gerade AA’, etwa in D,
schneidet. Die Verldngerung der Geraden C'D schneidet, wegen AA’ || BB/,
die Gerade BB’ in einem Punkte, etwa in E.

b) Die Ebenen A’AB und A’AC bilden mit einander einen Winkel.

Zunéchst ist zu beweisen, dass die Geraden BB’ und C'C’ in einer Ebene
liegen.

Ist BD eine Gerade in der Ebene der Parallelen AA’
und BB’, so begegnet diese der Geraden AA’ etwa in D. Fig. 16.

Die Ebene C'BD begegnet der Ebene der Parallelen AA’ B'"B'A" ¢
und C'C" in der Geraden CD. C

Man bewege die Ebene C'BD so lange, bis der Durch-
schnittspunkt D verschwindet; dies ist der Fall, wenn die
Gerade BD mit der Geraden BB’, also die Ebene C'BD
mit der Ebene C BB’ zusammenfillt. Auf gleiche Weise B C
fallt dann die Ebene BC'D mit der Ebene BCC’ zusam-
men. Die Geraden BB’ und C'C’ liegen daher in dieser A
Endlage der Ebene BC'D.

Dass BB’ || CC' ist, folgt nun so: Wire in der Ebene der Geraden BB’
und CC’ die Gerade BB” || C'C’, so miissten (nach dem eben bewiesenen,
wegen AA' || CC')) die Geraden BB” und AA’ in derselben Ebene liegen;
die beiden Ebenen BB'CC" und AA’ BB’ hitten dann zwei Gerade BB’ und
BB" gemeinsam, was unmoglich ist.

Zusatz. Aus b) kann a) so erhalten werden: Es sei DD’ ausserhalb
der Ebene AA’, BB', CC’" und DD’ || AA’. Dann ist, wegen AA’ | BB,
AA" || DD', nach b) DD' || BB'. Auf gleiche Weise folgt DD’ || CC’ und
damit wieder nach b) BB’ || CC".



Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden
Geraden.

26.

Ist fiir irgend zwei Parallele AA" und BB’ die Summe der
inneren Winkel A und B auf derselben Seite einer schnei- Fig. 17.
denden Geraden AB gleich zwei Rechte, so ist dies auch fiir 4" E' B
jedes andere Paar Parallele CC" und DD’ der Fall.

Man kann nach Art. 23, 2) immer voraussetzen, dass der
Winkel A’/AB = C'CD ist. Legt man die Figur CC'DD’
so auf die Figur AA'BB’, dass die Geraden AA" und CC",
CD und AB in ihrer Richtung zusammenfallen, so falle der 4
Punkt D auf E und die Gerade DD’ nach E'FE'. E

Liegt der Punkt E auf der Strecke AB, so folgt nach B
Art. 25, 3) aus

AA"|| BB', CC" oder AA" || DD' oder EE', AA" || EE' | BB'.

Ist die Summe der inneren Winkel A’AF + E'EA = 2R — x, E'EB +
B'BE = 2R — y, wo x und y positiv sind, so erhilt man durch Addition

A'AB + B'BA=2R— (x +y),

also
4y =0;

was nur moglich ist, fiir x = 0 und y = 0.

Fallt der Punkt D in den Punkt B, so fallt die Gerade DD’ mit der
Geraden BB’ zusammen.

Fillt der Punkt D ausserhalb der Strecke AB, so kann man aus der Figur
A’ABB’, indem man mit ihr congruente Figuren zusammenfiigt, eine derar-
tige erhalten, dass der Punkt E auf die Strecke AB oder in den Endpunkt B
der neuen Figur fillt. Vergl. Art. 22.

Daraus folgt, dass die Summe der inneren Winkel zweier Parallelen mit
einer schneidenden Geraden entweder jedesmal zwei Rechte betragt oder je-
desmal kleiner als zwei Rechte ist.



Zusammenhang der Parallelen und der Winkelsumme
des Dreiecks.

27.

Betréigt die Summe der inneren Winkel zweier Parallelen mit einer schnei-
denden Geraden zwei Rechte, so ist durch jeden Punkt ausserhalb einer Gera-
den nur eine einzige Parallele moglich, und alle andern (in derselben Ebene)
durch diesen Punkt gezogenen Geraden schneiden die gegebene Gerade. Un-
ter dieser Voraussetzung betrigt auch die Winkelsumme eines jeden Dreiecks
zwei Rechte.

Zieht man namlich durch eine Spitze, etwa B, die Gerade B'B” parallel
zur gegeniiberliegenden Seite AC' des Dreiecks ABC, so ist

Winkel A = ABB', C = CBB’,

also
A+ B+ C =2R.

Umgekehrt. Betriagt die Winkelsum-
me eines Dreiecks zwei Rechte, so ist die Fig. 18.
Summe der inneren Winkel zweier Parallelen B"
mit einer schneidenden Geraden gleich zwei B
Rechte. B’

Wire némlich fir AA" || BB’ Winkel
A’AB+B'BA = 2R—«, so konnte man nach ,
dem Art. 21 ein Dreieck ABC' construiren, A C A
in welchem der Winkel C' < « vorausgesetzt
werden kann, also der Winkel ABC' > ABB’ sein miisste, was unmoglich ist,
da BC' innerhalb der Figur A’ABB’ fallen muss.

Die beiden Voraussetzungen: 1) die Summe der inneren Winkel zweier
Parallelen mit einer schneidenden Geraden betrigt zwei Rechte, und 2) die
Summe der Winkel eines Dreiecks betriagt zwei Rechte, sind daher mit ein-
ander identisch. Dasselbe gilt von der Voraussetzung: durch einen Punkt
ausserhalb einer Geraden ist nur eine einzige, die gegebene Gerade nicht
schneidende Gerade moglich.




Euclidische Geometrie.

28.

Aus den Voraussetzungen des vorigen Artikels, welche mit dem sogenann-
ten elften Axiom Euclid’s »Zwei Gerade, welche von einer dritten so ge-
schnitten werden, dass die beiden innern an einerlei Seite liegenden Winkel
zusammen kleiner als zwei Rechte sind, schneiden sich hinreichend verldangert
an eben dieser Seite< identisch sind, erhélt man die gewohnliche > eucli-
dische< Geometrie. In dieser haben die Punkte der Parallelen gleiche
Absténde, und umgekehrt: der Ort aller Punkte, welche von einer Geraden
gleichen Abstand haben, ist eine zur ersteren parallele Gerade.

Die euclidische Geometrie hielt man bis in dieses Jahrhundert als die ein-
zig mogliche Form der Raumwissenschaft. Man huldigte fast allgemein der
Ansicht, dass das Parallelen-Axiom eine Folge der Eigenschaft der Geraden,
also mit Hiilfe der iibrigen Grundsétze und Axiome beweisbar sei*. Dass diese
Beweisversuche erfolglos sein mussten, wird im zweiten Abschnitte dieses Bu-
ches nachgewiesen; hier mag nur bemerkt werden, dass die auf der erwahnten
Ansicht basirten Parallelentheorien mit Ausnahme von Legendre kaum
etwas wissenschaftlich Bemerkenswerthes zu Tage forderten.

29.

Bei dem Unvermogen, einen wissenschaftlicher Strenge
geniigenden Beweis fiir das Parallelen-Axiom zu liefern’, Fig. 19.
ersetzte man dasselbe durch Voraussetzungen, die mehr
Anschaulichkeit besitzen.

Am meisten erwéhnenswerth ist der Versuch von L e - C D
gendre, welcher folgenden Satz voraussetzt: »Durch
einen Punkt innerhalb der Schenkel eines spitzen Winkels
kann immer eine Gerade derart gezogen werden, dass sie

A B E

*Dass die Einreihung dieses Satzes unter die Grundsitze (Axiome) nur auf einem Ver-
sehen einiger Handschriften tiber Euclid beruhte, hat H. Han kel in seinen »Vorlesungen
iiber complexe Zahlen und ihre Functionen< S. 52 nachgewiesen.

"Eine ziemlich vollstindige Zusammenstellung der hieher gehorigen Literatur findet
man in dem Sohnke’schen Artikel »Parallel« der Encyklopddie von Ersch und Gru-
ber. An diese reiht sich noch an die Theorie von Bouniakowsky (Mémoires de
I’ Académie de Pétersbourg. Série VI, Sciences mat. et phys., tome IV.), welche zugleich
eine Kritik der Theorie des Bertrand von Genf enthélt, und dessen Bemerkungen
iiber die nicht-euclidische Geometrie (Mémoires. .. Série VII, tome XVIII).



die beiden Schenkel des Winkels schneidet.« Damit lasst sich beweisen, dass
die Summe der Winkel eines Dreiecks ABC' nicht kleiner als 2R sein kann.
Man lege an das Dreieck ABC' das congruente BC'D an und ziehe durch D
eine Gerade F'F', welche die Schenkel AB und AC schneidet. Wire die Win-
kelsumme des Dreiecks ABC' = 2R — x, die der Dreiecke BDE und CDF
resp. 2R — y und 2R — z, so wire 2R — 2x — y — z die Winkelsumme des
Dreiecks AEF, dieselbe also < 2R — 2x. Durch nmalige Anwendung die-
ses Verfahrens erhélt man ein Dreieck AM N, in welchem die Winkelsumme
kleiner als 2R — 2"z, also fiir ein hinreichend grosses n auch negativ sein
konnte.

30.

Das anschaulichste Axiom hat W. B o1y a i* ausgesprochen: »Drei Punk-
te, die nicht in einer Geraden liegen, liegen immer auf einer Kugelfliche.<

Die beiden Voraussetzungen: »1) Drei Punkte, die
nicht in einer Geraden liegen, liegen auf einer Kugel- Fig. 20.
flache; 2) drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, E
liegen in dem Umfange eines Kreises< sind mit einander
identisch. Denn die Senkrechte von dem Mittelpunkte
der Kugel auf die Ebene der drei Punkte bestimmt den
Mittelpunkt des Kreises, in dessen Umfang die drei ge- D
gebenen Punkte liegen; und umgekehrt: jeder Punkt der B’
Senkrechten im Mittelpunkt des Kreises auf die Ebene
dieser drei Punkte kann als Mittelpunkt der Kugel ge-
nommen werden.

Es seien in einer Ebene die beiden Geraden AA’
und BB’ gegeben, ferner sei C' ein beliebiger Punkt der Geraden BB’ und
die Gerade CA 1. AA’. Ist nun der Winkel AC B’ spitz, so schneiden sich die
Geraden AA’ und BB'. Denn eine Senkrechte vom Punkte A auf die Gerade
CB’ bestimmt (durch ihren Fusspunkt und den Punkt C) auf letzterer eine
Strecke von der Eigenschaft, dass fiir jeden beliebigen Punkt B dieser Strecke
der Winkel ABB’ spitz ist. Eine Gerade BD | BB’ fillt in das Innere des
Winkels ABC' des Dreiecks ABC', schneidet daher hinreichend verldngert

AV

B
F

*Kurzer Grundriss eines Versuchs etc. S. 46 wird bei der Aufzéhlung der vom
Parallelen-Axiom unabhéingigen Sitze folgender aus der Theorie der Grenzflichen ent-
nommene Satz ausgesprochen; skoénnten jede 3 Punkte, die nicht in einer Geraden sind,
in eine Sphére fallen; so wére das Eucl. Ax. XI. bewiesen.<



die Seite AC' in einem Punkte, etwa D. Verldngert man die Strecke DA um
AFE = DA und die Strecke DB um BF = DB, so liegen die drei Punkte D, F,
F in dem Umfange eines Kreises: die Senkrechten vom Mittelpunkt desselben
auf die Seiten DE und DF des Dreiecks DEF sind mit den Geraden AA’
und BB’ identisch. Diese Geraden schneiden sich daher in einem Punkte.

Daraus folgt (mit Zuziehung des Art. 26) unmittelbar der Beweis des
elften euclidischen Axioms.

Anmerkung. Dass unter Voraussetzung der nichteuclidischen Geometrie nicht

jede drei Punkte, die nicht in einer Geraden sind, in dem Umfange eines Kreises liegen,
wird in der Anmerkung des Art. 52 niher erliutert.

Zweiter Abschnitt.
Nichteuclidische Geometrie.

Historische Bemerkungen.

31.

Die Erfolglosigkeit aller Bemiihungen eines Beweises des elften euclidi-
schen Axioms haben schliesslich dahin gefiihrt, die zweite noch mogliche —
diesem Axiom entgegenstehende — Voraussetzung, »dass die Summe der in-
nern Winkel zweier Parallelen mit einer schneidenden Geraden oder die Sum-
me der Winkel eines geradlinigen Dreiecks kleiner als zwei Rechte ist<, zu un-
tersuchen. Die consequente Durchfithrung der letzteren Voraussetzung liefert
ebenfalls eine in sich widerspruchfreie Geometrie, welche von C. F. Gauss
(der sich seit 1792 damit beschiftigte) die nichteuclidische®, von
N. Lobatschewsky die imagindrel und von J. Bolyai die

*Briefwechsel zwischen Gauss und Schumacher. Briefe vom Jahre 1831 und 1846; be-
sonders interessant ist der Brief vom 12. Juli 1831.

fZum erstenmale am 12. Februar 1826 in einem Vortrag der phys. math. Facultét in
Kazan auseinandergesetzt. Darstellungen dieser Theorie finden sich: Kazaner Bote 1829
und 1830. Gelehrte Schriften der Universitéit Kazan 1836-1838, welche das Hauptwerk (rus-
sisch) unter dem Titel »>Neue Principien der Geometrie nebst einer vollstéindigen Theorie
der Parallelen< enthalten. Géométrie imaginaire. Crelle J. B. 17. Geometrische Untersu-
chungen zur Theorie der Parallellinien, Berlin 1840. Pangéometrie, ou Précis de Géométrie
fondée sur une théorie générale des paralleles; Kazan 1855. Ins Italienische iibersetzt von
Battaglini (Giornale di Matematiche. Vol. V). Eine neue vollstindige Ausgabe der Schrif-
ten Lobatschewsky’s wird gegenwértig von M. Janichewsky besorgt. Vergl. den Art.



absolute Raumlehre* genannt wurde. Eine Uebereinstimmung der
beiden Geometrien kann nur in den auf die Congruenz allein sich stiitzenden
Betrachtungen vorkommen, wobei jedoch zu beachten ist, dass die Congruen-
zen nicht vermittelst Sétze, die das Parallelen-Axiom voraussetzen, erhalten
werden diirfen. In allen Theilen der Geometrie, welche sich auf eine Voraus-
setzung der Parallelen (oder der Winkelsumme des Dreiecks) stiitzen, muss
— wegen des Gegensatzes der euclidischen und nichteuclidischen Annahme
— zwischen den beiden Geometrien Verschiedenheit eintreten. Scheinbare
Ausnahmen, d. i. Ueberstimmung der beiden Geometrien in diesen Theilen

von Hotiel »Notice sur la vie et les travaux de N. J. Lobatschefsky< in dem Bulletin des
sciences, tome I, Paris.

*In dem Anhange zu dem »Tentamen< seines Vaters W. Bolyai. Der vollstandige
Titel dieses Werkes lautet: »Tentamen Juventutem studiosam in elementa Matheseos pu-
rae, elementaris ac sublimioris, methodo intuitiva, evidentique huic propria, introducendi.
Cum Appendice triplici. Auctore Professore Matheseos et Physices, Chemiaeque Publ.
Ordinario. Tomus Primus. Maros Vaséarhelyini 1832. Typis Collegii Reformatorum per
Josephum et Simeonem Kali de Felso Vist.< 8. Mit 4 Kupfertafeln. Tentamen
Juventutem etc. Tomus Secundus, ibidem 1833. Mit 10 Kupfertafeln.

Dem ersten Bande folgt ein Anhang seines Sohnes mit folgendem Titel: »Appendix,
scientiam spatii absolute veram exhibens: a veritate aut falsitate Axiomatis XI Euclidei (a
priori haud unquam decidenda) independentem; adjecta ad casum falsitatis, quadratura
circuli geometrica. Auctore Johanne Bolyai de eadem, Geometrarum in Exercitu
Caesareo Regio Austriaco Castrensium Capitaneo<. Derselbe enthélt 26 Seiten Text mit
einer Figurentafel und 2 Seiten Errata.

Als ein Auszug und Bericht des Tentamen ist die Schrift: »>Kurzer Grundriss eines Ver-
suches, I) die Arithmetik, durch zweckméssig construirte Begriffe, von eingebildeten und
unendlichkleinen Grossen gereinigt, anschaulich und logisch-streng darzustellen. IT) In der
Geometrie die Begriffe der geraden Linie, der Ebene, des Winkels allgemein, der winkello-
sen Formen und der Krummen, der verschiedenen Arten der Gleichheit u. dgl. nicht nur
scharf zu bestimmen sondern auch ihr Sein im Raume zu beweisen: und da die Frage, ob
zwei von der dritten geschnittene Geraden, wenn die Summa
der inneren Winkel nicht =2R, sich schneiden oder nicht? Nie-
mand auf der Erde ohne ein Axiom, wie Euclid das XI., aufzustellen beantworten wird;
die davon unabhingige Geometrie abzusondern, und eine auf die Ja-Antwort, andere auf
das Nein so zu bauen, dass die Formeln der letzten auf einen Wink auch in der er-
sten giiltig seien. — Nach einem lateinischen Werke von 1829, Maros-Véasarhely, und eben
daselbst gedrucktem ungarischen, Maros-Véasarhely 1851.« (8°, mit 88 Seiten Text) zu be-
trachten, welche auch einen Vergleich der Appendix mit Lobatschewsky’s »Geometrische
Untersuchungen< enthélt.

Sammtliche Schriften von W. Bolyai sind ohne Namen des Verfassers erschienen. Eine
ausfiihrliche Biographie der beiden Bolyai hat Franz Schmidt in Grunerts Archiv,
Theil XLVIII, gegeben. Franzosische und italienische Uebersetzungen der Appendix wur-
den resp. von J. Hoiiel und im Giornale di Matematiche Vol. V geliefert.



werden sich aus der Stetigkeit der beiden Voraussetzungen erklédren lassen®.

Parallele, Nichtschneidende und Linien gleichen
Abstandes.

32.

Aus der Voraussetzung des Stattfindens der nichteuclidischen Geometrie
ergeben sich fiir die parallelen Geraden folgende Eigenschaften:

1) Ist A ein Punkt ausserhalb einer Geraden BB/,
AA" || BB’ und AB 1 BB’ so heisst der Winkel A’AB Fig. 21.
zwischen der Parallelen AA’ und der Senkrechten AB der

Parallelwinkel. YL
Nimmt die Distanz AB zu oder ab, so nimmt der Par- CEC'
allelwinkel ab oder zu. Ist ndmlich CB < AB, so muss fiir g B
CC" || BB' der Winkel C'CB > A’AB sein. Denn wire
C'CB = A’AB oder C'CB > A’AB, so wire fiir die Parallelen AA’ und CC’
die Summe der innern Winkel A und C' gleich oder grosser als zwei Rechte.
Fiir jede Distanz p (eines Punktes von einer Geraden) gibt es also einen
bestimmten Parallelwinkel und umgekehrt. Man bezeichnet den der Distanz
p entsprechenden Parallelwinkel durch I7(p). Fir p = 0 wird I1(p) = R, da
die Parallele mit der Geraden BB’ zusammenfllt; ndhert sich p dem Unend-
lichen, so ndhert sich I1(p) dem Werthe Null.
2) Parallele nidhern sich einander auf der Seite ihres

Parallelismus immer mehr. fie. 22

Sind nédmlich AB = A’'B’ und 1L AA’, so ist die E
Gerade BB’ eine nicht schneidende Gerade zur Ge- B b B’
raden AA’. Denn ist C' die Mitte der Strecke AA’ g
und CD 1 AA’, so kénnen die Vierecke ACDB und
A'CDB'’ zur Deckung gebracht werden; es ist daher - "

zugleich CD 1 BB’, also die Gerade BB’ eine nicht

*Ausser den bereits angefiihrten &lteren Schriften sind héchst beachtenswerth: Til-
ly, Etudes de méchanique abstraite. Mémoires couronnés de 1I’Académie royale belgique;
tome XXI. A. Genocchi, dei primi principii della meccanica e della geometria in rela-
zione al postulato d’ Euclide, Firenze, 1869, Memoria estratta dei volumi dell” Accademia
da XL residente in Modena, Serie III, tomo II, Parte I. C. Flye S* Marie, Etudes
analytiques sur la théorie des paralleles. Paris, 1871.

fNach Lobatschewsky.



schneidende Gerade. Die Parallele BB” liegt nidher gegen die Gerade AA’,
sie begegnet also der Senkrechten A’B’ in einem Punkte B” derart, dass
A'B" < A'B’ ist.

Die Distanzen der Punkte einer Geraden von einer ihr Parallelen werden
daher in der Richtung des Parallelismus immer kleiner — die zugehorigen
Parallelwinkel also immer grosser; man sagt daher auch: Zwei Parallele schnei-
den sich im Unendlichen. Die zwischen zwei Parallelen enthaltene (unbe-
grenzte) Flache der unbegrenzten Ebene wird ein Streifen genannt. Zwei
Streifen konnen zur Deckung gebracht werden.

33.

Der Ort aller Punkte, welche von einer Geraden gleichen Abstand haben,
ist eine krumme Linie.

In dem Vierecke AC'DB der Figur des vorigen Art. ist der Winkel B spitz.
Tragt man auf der Geraden C'D die Strecke CE = AB = A’B’ ab, so fallt
der Punkt F auf die Verldngerung der Strecke C'D. Das Viereck AC'E'B kann
ndmlich mit dem Viereck CABFE zur Deckung gebracht werden, woraus die
Gleichheit der Winkel B und E folgt; jeder dieser Winkel ist daher spitz, also
liegt der Punkt E ausserhalb der Strecke C'D. Eine Linie, deren Punkte B, F,
B’ . . von einer Geraden AA’ gleichen Abstand haben, ist daher keine Gerade.
Den gleichen Strecken AC' und C'A’ der Geraden AA’ entsprechen gleiche
Stiicke BE und E'B’ dieser krummen Linie. Ist der constante Abstand gleich
Null, so fillt die Linie mit der Geraden zusammen; je grosser der Abstand
wird, desto kleiner werden die Winkel der Sehne BE mit den Senkrechten
AB und CE, da, wie aus Art. 22, 1) hervorgeht, von zwei Vielecken von
gleich viel Seiten, von denen das eine innerhalb des andern liegt, das kleinere
die grossere Winkelsumme hat.

Néahert sich der Punkt B’ immer mehr dem Punkte B, so werden die
Winkel B und B’ immer grosser, die Gerade BB’ néhert sich immer mehr
der Tangente im Punkte B. Die Tangente in B steht daher auf der Geraden
BA senkrecht.



34.

Zwei nicht schneidende Gerade haben einen kleinsten Abstand.

Jede Verbindungslinie des Punktes B mit einem Punk-
te, etwa M, der Strecke B'B” (des Art. 32, 2) ist eine Fig. 23.
nicht schneidende Gerade. Die Entfernungen der Punk- B 0 ”
te der Geraden BM von der Geraden AA’ nehmen in ~ ~——=—
der Richtung BM ab, diese Abnahme kann nicht unbe-
grenzt sein, weil ?lCh sonst d}e beiden Ge‘raden‘AA’ und AP T~y
B M schneiden miissten; es konnen auch nicht die Punkte
irgend einer Strecke gleichen Abstand haben, weil man
sonst ein Viereck wie AA'B’'B erhielte, in welchem die Senkrechten in A,
A’ C gleich wéren, jedes der Vierecke ACDB und A’B'DC' hétte dann vier
Rechte. Es muss daher fiir einen gewissen Punkt ) der Geraden BM die Ent-
fernung QP von der Geraden AA’ eine kleinste sein, dabei muss PQ L BM
sein, weil sonst die Senkrechte von P auf die Gerade BM kleiner wére. Die
beiden Figuren APQB und A’PQM sind congruent; versinnlicht man sich
(nach Anmerkung des Art. 7) die beiden Geraden durch krumme Linien, so
ist ihr Verhalten so wie in der beigegebenen Figur.

Winkelsumme und Flache des Dreiecks.

35.

Die Linien gleichen Abstandes gestatten eine Auffindung der Beziehung
zwischen der Winkelsumme und der Fléche eines geradlinigen Dreiecks.

1) Sind AB und CD die beiden Linien gleichen Ab-
standes h von einer gegebenen Geraden P(Q), so wird je- Fig. 24.
de Strecke M N zwischen diesen Linien von der Geraden
PQ im Punkte O halbirt. Denn zieht man MM’ und
NN’ 1 PQ, so ist

AOMM = NONN',

also
MO = ON.

Aus dieser Congruenz erhélt man ausserdem

Winkel AMN = MND.



Daraus folgt: Die Summe der drei Winkel eines Dreiecks M N R, dessen
eine Seite N R ein Stiick einer Linie C'D gleichen Abstandes von einer Geraden
PQ und dessen gegeniiberliegende Spitze M ein Punkt der zweiten Linie AB
desselben gleichen Abstandes von der Geraden P() ist, betréigt zwei Rechte.
Denn es ist

N+M+R=AMN+NMR+ RMB = 2R.

Zieht man die Sehne N R, so betrigt also die Winkelsumme des geradli-
nigen Dreiecks M N R weniger als zwei Rechte.

2) Macht man den Bogen MS = NR, so kann man auf das (gemischtli-
nige) Viereck NRM S die Sétze fiir die (geradlinigen) Parallelogramme der
gewohnlichen Geometrie anwenden. Daraus folgt: Alle Dreiecke, welche eine
Sehne N R eines Bogens der einen Linie C'D gleichen Abstandes von der Ge-
raden PQ als Grundlinie und ihre Spitze in einem beliebigen Punkte M der
anderen Linie AB (desselben) gleichen Abstandes haben, sind flachengleich
und haben dieselbe Winkelsumme.

Zusatz. Damit kann man die auf die Verwandlung von Dreiecken in
flachengleiche beziiglichen Aufgaben lésen; z. B.:

a) Ein Dreieck in ein gleichschenkliges zu verwandeln.

b) Ein Dreieck in ein rechtwinkliges zu verwandeln u. s. w.

36.

Zwei flachengleiche Dreiecke ABC und ABD, welche dieselbe Grundlinie
AB haben, haben gleiche Winkelsumme.

Sind M und N die Mitten der Seiten AC und BC, Fig. 25.
so sind die Abstédnde der Punkte A, B, C' von der Ge-
raden M N einander gleich, etwa = h. Alle Dreiecke,
welche die gemeinsame Grundlinie AB und ihre Spit-
ze in der durch den Punkt C' gezogenen Linie P(Q)
vom gleichen Abstand = h haben, sind flichengleich
und haben gleiche Winkelsumme. Es ist also zu bewei-
sen, dass der Punkt D in der Linie PQ liegt.* Dieser
Beweis geschieht indirect. Wére D kein Punkt dieser
Linie, so ziehe man die Gerade BD.

*Der Punkt D ist in der Figur, weil er mit dem Punkte E als identisch nachgewiesen
wird, nicht bezeichnet; ebenso sind einige iiberfliissige Linien weggelassen worden.



1) Schneidet die Gerade BD die Gerade M N, so schneidet sie auch die
Linie PQ), etwa im Punkte E. Aus

A ABC = A ABE
A ABC = A ABD,

folgt

N ABE = A ABD,

was unmoglich ist, wenn der Punkt D auf der Strecke BFE liegt.

2) Schneidet die Gerade BD nicht die Gerade M N, so nehme man fiir
den Punkt C' den Durchschnittspunkt der Senkrechten in der Mitte der Seite
AB mit der Linie PQ), d. h. man setze das Dreieck ABC' als gleichschenklig
voraus. Nun wéhle man auf den Geraden M A und N B die Punkte M’ und
N’ derart, dass MM’ = NN’ ist und die Gerade BD die Gerade M'N’
schneidet. Legt man durch den Punkt C’, wo M'C" = M'A vorausgesetzt ist,
eine Linie C'E’ gleichen Abstandes zur Geraden M’'N’| welche der Geraden
BD im Punkte E’' begegnet, so ist

N ABC' = AN ABE'
NABD < AN ABE'
AN ABC' < AN ABC,

also auch

NABD < A ABC,

was gegen die Voraussetzung ist. Der Punkt D der Geraden BD muss daher
in die Linie P(@), etwa nach F, fallen.

Zusatz. Nicht congruente Dreiecke von gleicher Grundlinie AB und
gleicher Hohe sind nicht flichengleich. Die Linien gleichen Abstandes durch
den Punkt C' zu den Geraden AB und M N sind verschieden.

37.
1) Zwei flichengleiche Dreiecke ABC und A’B’C” haben gleiche Winkel-

sumime.



Man kann die Voraussetzung machen, dass in beiden Fig. 26.
Dreiecken die Geraden durch die Mitten M und N, M’
und N’ der Seiten AC' und BC, A'C’ und B'C’ auf den
Seiten AC' und A’C" senkrecht stehen.

Ist AC < A'C’, so bestimme man in der Linie C'D
gleichen Abstandes zur Geraden M N den Punkt D derart,
dass AD = A'C" wird. Aus der Gleichheit der Flichen der
Dreiecke ABC und A'B'C’, ABC und ABD, also auch der 4 B
der Dreiecke A’B’'C" und ABD, folgt nach dem vorigen
Artikel die Gleichheit der Winkelsummen der Dreiecke ABC, ABD, A’B'C".

2) Zwei Dreiecke ABC' und A’B’'C’, welche gleiche Winkelsumme haben,
sind flichengleich.

Wire AABC > AN A'B'C’, so sei NABE = A A'B'C wo der Punkt E
in der Seite BC' vorausgesetzt wird.

Nach 1) haben die Dreiecke ABC und ABE gleiche Winkelsumme, was
nach Art. 22, 1) nur moglich ist, wenn die Winkelsumme des Dreiecks ACE
zwei Rechte betrégt.

38.
Die Flachen zweier Dreiecke verhalten sich wie die Unterschiede ihrer
Winkelsummen von zwei Rechten; d. h. ist
A+B+C=2R—u, A+ B +C'=2R -/,
SO 1st
ANABC : NABC =u: .

Ist das Verhéltniss der Flachen der Dreiecke gleich dem Verhéltnisse der
Zahlen m und m’, so theile man das Dreieck ABC' durch Gerade von der
Spitze C' aus in m gleiche Dreiecke o und analog das Dreieck A’B’C’ durch
Gerade von der Spitze C” aus in m’ gleiche Dreiecke o’. Aus

NABC = ma, NA'B'C' =m'o

folgt die Gleichheit der Fliachen und Winkelsummen der Dreiecke o und o/.
Ist 2R — E die Winkelsumme eines dieser Dreiecke, so erhélt man fiir die
Winkelsumme des Dreiecks ABC' den Werth

m(2R — E) — (m —1)2R=2R —mFE



und fiir die Winkelsumme des Dreiecks A’B’C" den Werth 2R — m/E; es ist
also
u=mE, v =m'F
und
u:u =m:m.
Ist f die Fliache des Dreiecks, so ist daher
f =,

wo A eine Constante ist.

39.

Aus dem vorigen Art. folgt, dass u = 0 wenn f = 0 ist, und umgekehrt.
Die Flache eines Dreiecks verschwindet, wenn zwei Seiten endlich sind und die
dritte verschwindet, oder wenn alle drei Seiten verschwinden (sieche Anhang,
Art. 1).

Dass der Grenzwerth der Winkelsumme eines Dreiecks,
dessen Seiten sich dem Verschwinden nahern, zwei Rech- Fig. 27.
te betragt, kann auch unmittelbar ohne jede Parallelen-
Voraussetzung bewiesen werden.” Denn verschwinden die
Seiten des Dreiecks ABC, so reducirt sich dessen Fliche C%C
auf einen Punkt M und die Richtungen der Seiten auf drei “* p a B

durch diesen Punkt M gehende Gerade a, b, c. Sind «, (3,
v die Grenzwerthe des Winkel des Dreiecks, so folgt, wegen

o+ ,7/ + 5 — 2R7 Fig. 28.
da ~" der zu ~ zugehorige Scheitelwinkel ist, c B -
a+06+v=2R. D/ \F
A" yi A’

Fir A = B = C = 0, wird die Fliache des Dreiecks ein
Maximum. Um dieses Dreieck zu construiren, ziehe Fig. 29.

man in einem Punkte A einer Geraden A’A” die Gerade
AB 1 A’A” und die Geraden C'D und EF' derart, dass

CD || AA”, DC || AB
EF | AA', FE | AB

*Flye, Etudes analytiques sur la théorie des paralleles. Paris, 1871.



ist. Durch krumme Linien wird ein solches Dreieck durch die beistehende
Figur versinnlicht.

Anmerkung. Die wirkliche Ausfithrung der eben erwidhnten Construction der
Parallelen C'D und EF wird im Art. 68 gelehrt.

Unendlich ferne Funkte.

40.

Die Voraussetzungen, dass in der euclidischen Geo-

metrie durch jeden Punkt ausserhalb einer Geraden eine Fig. 30.
und in der nichteuclidischen Geometrie zwei Parallele
moglich sind, sind mit den Voraussetzungen, dass jede Ge-
rade einen resp. zwei unendlich ferne Punkte besitzt,
identisch. Denn zieht man in der nichteuclidischen Geo-
metrie durch den Punkt A ausserhalb der Geraden B'B" 4 B
die beiden Parallelen AD || BB', AE || BB”, so nihern
sich die Punkte der Geraden AD immer mehr denen der
Geraden BB’ und ebenso die der Geraden AE denen der E B"
Geraden BB”; man kann daher jede der Geraden AD und

AFE als eine die Gerade B’B” in unendlich fernen Punkten schneidende Gera-
de betrachten. Diese beiden unendlich fernen Punkte miissen als verschiedene
betrachtet werden, weil die beiden Geraden AD und AFE in der nichteuclidi-
schen Geometrie als zwei verschiedene vorausgesetzt werden. In der euclidi-
schen Geometrie bilden die Geraden AD und AFE eine einzige Gerade; lésst
man nun das Princip der Geraden »dass sie durch zwei Punkte bestimmt
ist< allgemein gelten, so erfordert die Erhaltung dieses Principes die Voraus-
setzung, dass die beiden unendlich fernen Punkte der Geraden B’B” einen
einzigen Punkt bilden, etwa als die beiden entgegengesetzten Seiten eines
Punktes betrachtet werden. Zahlt man die Strecken auf einer Geraden B’B”
von einem Punkte B als Anfang positiv auf der einen, negativ auf der entge-
gengesetzten Seite, so kann man in der euclidischen Geometrie sowohl beim
Durchgang durch den Punkt Null als auch beim Durchgang durch den Punkt
Unendlich vom Positiven ins Negative gelangen, wihrend in der nichteuclidi-
schen Geometrie dieser Uebergang nur durch den Punkt Null méglich ist, da
die beiden unendlich entfernten Punkte zwei getrennte Punkte sind. Nichts
hindert jedoch diese Punkte durch ein ideales Stiick einer Linie zu verbinden,
deren Punkte vom Anfang der Z#éhlung durch imaginire Werthe bestimmt

D B’




sind.*

Dreht man die eben erhaltene Figur um die Gerade AB als Axe, so be-
schreibt die Gerade B’B” eine Ebene und jeder endlich liegende Punkt einen
Kreis. In der euclidischen Geometrie fallen die unendlich fernen Punkte ei-
ner jeden Lage der Geraden B’B” zusammen, ihr Inbegriff bildet daher eine
Linie, die von jeder Geraden in einem einzigen Punkte geschnitten wird,
d. i. eine Gerade. In der nichteuclidischen Geometrie sind die beiden unend-
lichen Punkte einer jeden Lage der Geraden B’B” getrennt und einander
gegeniiberliegend, ihr Inbegriff bildet einen Kreis, dessen Mittelpunkt ein
beliebiger Punkt B der Ebene ist und dessen Radius unendlich ist.

Denkt man sich durch den Punkt B sdammtliche Ebenen gelegt und fiir
jede die unendlichen Punkte bestimmt, so bilden in der euclidischen Geome-
trie die unendlich fernen Punkte eine Fléche, die von jeder Geraden in einem
(unendlich fernen) Punkte und von jeder Ebene in einer (unendlich fernen)
Geraden geschnitten wird, d. i. eine Ebene; wihrend sie in der nichteucli-
dischen Geometrie eine Kugelfliche bilden, deren Mittelpunkt ein beliebiger
Punkt B des Raumes und deren Radius unendlich ist.

Anmerkung 1. Der Nutzen, den die unendlich fernen Punkte in der euclidischen
Geometrie gewéhren, ist hinreichend bekannt. Dieselben gestatten hauptsichlich die Zu-
sammenfassung von Sétzen iiber sich schneidende und parallele Gebilde, die sonst getrennt
behandelt werden miissten.

Da der unendlich ferne Punkt kein auf der Geraden erreichbarer Punkt ist, so kann
man denselben in der euclidischen Geometrie als Inbegriff aller auf der Geraden nicht
erreichbaren Punkte erkliaren. Sind daher A, B zwei beliebige gegebene Punkte einer Ge-
raden, M ihr unendlich entfernter Punkt, so bedeutet das Verhéltniss AM : BM die
positive Einheit. In der nichteuclidischen Geometrie kann man die beiden unendlich ent-
fernten Punkte einer Geraden in gleicher (aber entgegengesetzter) Entfernung von jedem
endlichen Punkte derselben Geraden voraussetzen.

Anmerkung 2. In den Beweisen der Sétze der Artikel 20, 21 u. s. w. ist die
stillschweigende Voraussetzung der Unendlichkeit des Raumes gemacht. Unter dieser Vor-
aussetzung und der eben gemachten fiir die unendlich fernen Punkte konnte auch das
Princip der Geraden erhalten werden. Wird der Baum als unbegrenzt aber endlich voraus-

gesetzt, so kann dieses Princip fiir jede beliebige Lage zweier Punkte nicht mehr erhalten
werden, wie dies in der Folge bewiesen wird.

*Battaglini, Giornale di Matematiche, t. V, p. 22.



Satze aus der Stereometrie.

41.

Ist eine Gerade M A senkrecht auf einer Ebene und BC
eine beliebige Gerade dieser Ebene, so ist, wenn Fig. 31.

a) AD 1 BC ist, auch MD 1 BC, M
b) MD L BC ist, auch AD 1 BC.

Beweis: Macht man DB = DC), so erhélt man C N
a) aus ANADB = ANADC D
AMAB = AMAC.
b) aus AMDB = ANMDC B

AMAB = AN MAC.

Folgerungen: 1) Von einem Punkte M auf eine Ebene 2 eine Senk-
rechte zu ziehen. Man ziehe in der Ebene 2 eine beliebige Gerade BC' auf
diese die Geraden M D und (in der Ebene 2) DA senkrecht. Die Gerade
MA 1 DA ist die gesuchte Senkrechte. Denn die Gerade BC', also auch die
Ebene 2 ist senkrecht auf der Ebene ADM.

2) In einem Punkte A einer Ebene 2 eine Senkrechte zu errichten. Man
ziehe von einem beliebigen Punkt M ausserhalb der Ebene 2 eine Senkrechte
MN auf die Ebene 2. In der Ebene M N A ziehe man AB 1 N A, so ist nach
Art. 19, 4) AB die gesuchte Senkrechte.

42.

Die Durchschnittslinie a zweier gegebenen Ebenen 2
und A" kann auf die folgende Art bestimmt werden: Die
Senkrechten M A und M A’ von einem beliebigen Punkt
M auf die Ebenen 2 und 2’ liegen in einer auf der Durch-
schnittslinie a dieser Ebenen senkrechten Ebene 8. Er-
richtet man auf die Geraden M A und M A’ Senkrechte in
der Ebene B in den Punkten A und A’, so schneiden sich
diese in einem Punkte X der Durchschnittslinie a. Eine
Senkrechte im Punkte X auf die Ebene B ist die Durch-
schnittslinie a der Ebenen 2 und 2.




Zusatz. Schneiden sich diese Senkrechten in den Punkten A und A’
nicht, so schneiden sich auch nicht die Ebenen 26 und 2('.

43.

Der Durchschnitt einer Kugel mit einer Ebene ist
ein Kreis. Drei grosste Kreise bilden auf der Kugelflache Fig. 33.
acht sphérische Dreiecke, von denen immer je zwei ge-
geniiberliegende, deren Spitzen also die Endpunkte dreier
Durchmesser bilden, fldchengleich sind. ' |

In zwei Gegendreiecken ABC und A’B'C” sind némlich |
die Seiten und Winkel in derselben Ordnung aber im entge- B,
gengesetzten Drehungssinne einander gleich. Eine Senkrechte AN e
vom Mittelpunkte der Kugel auf die Ebene der drei Spitzen
A, B, C des einen Dreiecks trifft die Kugelfliche in den Punkten D und D’
derart, dass

DA=DB=DC=D'A=DB =DC'

ist. Die Dreiecke DAB, DBC, DC A sind mit den Dreiecken D'A’B’, D'B'C’,
D'C" A’ congruent, woraus die Gleichheit der Flachen der Dreiecke ABC und
A'B'C" folgt.

44.

Die Summe der drei durch die Winkel des sphérischen Dreiecks bestimm-
ten Zweiecke gibt die halbe Kugelfliche vermehrt um die doppelte Dreiecks-
flache.

Theilt man die ganze Kugelflache in 360 gleiche Zweiecke (deren Winkel
also je 1° betrigt), so erhélt man fiir die Flache des Dreiecks ABC'

f=1A+B+C—-180°),

wo A, B, C die in Graden ausgedriickten Winkel des Dreiecks sind.



Ebenen durch parallele Gerade.

45.

Aus dem Satze des Art. 25, 3) folgt die Existenz des raumlichen Gebildes,
erzeugt durch drei Ebenen, die sich in drei nach derselben Richtung paralle-
len Geraden schneiden, d. i. eines Gebildes begrenzt von drei Streifen. Solche
Gebilde bieten eine Reihe von Analogien mit dem ebenen Dreiecke der eucli-
dischen Geometrie dar, wenn man die Seiten und Winkel des letzteren mit
Streifen und Keilen des ersten vertauscht, wobei jedoch auf die Modificatio-
nen vermoge der Gleichheit aller unbegrenzten Streifen (Art. 32, 2) zu achten
ist.

Den beiden ersten Congruenzsétzen des Dreiecks kénnen folgende Sétze
gegeniibergestellt werden: Zwei Streifen-Gebilde sind congruent, wenn sie

a) den zwischen zwei gleichliegenden Streifen eingeschlossenen Keil,
b) zwei einem Streifen anliegende Keile

wechselweise in derselben Ordnung und demselben Drehungssinne gleich ha-
ben. Fiir die Gleichheit der Lage der Streifen ist erforderlich, dass mit der
Deckung des einen Paares zugleich die Deckung des zweiten Paares durch
Drehung um die gemeinsame Kante (ohne Verschiebung) erfolgt.

46.

Schneiden sich drei Ebenen in parallelen Geraden, so ist die Summe der
drei (innern) Keile nicht grosser als zwei Rechte.

Sind AA’, BB', CC’ parallele Gerade und A, B, C' die anliegenden Kei-
le, so kann man in der durch die Gerade AA’ und die Mittellinie DD’ des
Streifens BB’ und C'C’ bestimmten Ebene eine Gerade EE’ || AA’ derart
ziehen, dass die Gerade DD’ die Mittellinie der Geraden AA’ und EE’ ist.
Der Durchschnitt des durch die Geraden AA’, .. EE’ bestimmten Gebildes
mit einer (durch einen beliebigen Punkt) auf der Geraden DD’ senkrechten
Ebene gibt eine Figur wie in Art. 20. Alle Schliisse dieses Artikels lassen
sich auf das vorliegende Gebilde anwenden, indem man Winkel, Seite,, . .
Dreieck,, . . mit Keil, Streifen,, . . von drei Streifen bestimmtes Gebilde,, . .
vertauscht.



47.

1) Zwei Ebenen « und 3, welche von einer dritten Ebene in zwei parallelen
Geraden AA’ || BB derart geschnitten werden, dass die Summe der beiden
auf derselben Seite der schneidenden Ebene AA’BB’ liegenden Keile zwei
Rechte betrédgt, konnen sich nicht schneiden.

2) Ist C'C”" die Mittellinie des Streifens AA’BB’, so betrigt fir jede durch
CC" gelegte Ebene, welche die Ebene « also auch die Ebene ( schneidet, die
Summe der beiden auf derselben Seite liegenden Keile zwei Rechte.

Beweis von 1) ganz analog wie in Art. 23, 1). Fiir den Beweis von 2)
kann man das eine der beiden erhaltenen Streifengebilde um die gemeinsame
Kante CC’ derart drehen, dass es mit dem anderen zusammenfillt, worauf
dann unmittelbar die Schliisse des Art. 23, 2) angewendet werden konnen.

Anmerkung. Statt CC’ kann man jede zwischen AA’ und BB’ liegende parallele

Gerade C1C{ nehmen. Nur muss man dann das eine Gebilde in der Geraden C;C1 so lange
verschieben, bis C1C{ die Mittellinie von AA’” und BB’ wird.

48.

Ist die Summe der innern Keile, welche zwei beliebige durch zwei parallele
Gerade AA’ und BB’ gelegte Ebenen o und (3 mit der Ebene AA’BB’ der
beiden Parallelen bilden, kleiner als zwei Rechte, so schneiden sich die beiden
Ebenen o und £.

1) Es sei einer der beiden Keile, etwa der an der Ebene a ein Rechter,
also der an der Ebene 3 spitz.

Zieht man AC' 1. BB’, und in der Ebene 3 CD 1 BB,
so ist der Winkel AC'D der Keil der Ebene (3 mit der Ebene
der Parallelen AA’ und BB’, also ein spitzer Winkel. Zieht
man AD | CD, so ist daher die Strecke AD < AC also
auch < AB, wenn BA 1 AA’ vorausgesetzt wird. Eine
Ebene v durch die Punkte A, B, D schneidet die Ebene «
in einer Geraden, etwa AA”, (wobei BA L AA” ist) und die
Ebene (3 in der Geraden BD. Dreht man die Ebene v um
die Gerade AB, so beschreibt die Gerade AA” die Ebene
a und, wenn diese Gerade mit der Geraden AA’ zusammenfillt, so fallt die
Gerade BD in die Ebene der Parallelen AA” und BB’, wobei der Punkt D
zwischen AA’ und BB’ liegt. Die Gerade BD schneidet in dieser neuen Lage
die Gerade AA’ also schneidet auch die Gerade BD in ihrer urspriinglichen
Lage die Gerade AA”. Der Durchschnittspunkt liegt in den Ebenen « und (3,




letztere schneiden sich daher in einer Geraden.

2) Sind beide Keile der Ebenen o und /3 spitz, so le-
ge man durch die Mittellinie CC" eine Ebene senkrecht auf Fig. 35.
die Ebene AA'BB’, welche also jede der Ebenen o und S,
etwa « in der Geraden JJ' und ( in der Geraden KK’,
schneidet, wobei etwa K K’ ndher der Geraden C'C’ liegt. L
Die unbegrenzte Ebene 3 geht (in der Geraden K K') in das K
Innere des Streifengebildes der Parallelen AA’, CC’, JJ',
muss also die Ebene o beim Austritt in einer Geraden LL’
schneiden. Versinnlicht ist in der beistehenden Figur die La-
ge der Linien durch einen auf der Geraden C'C” senkrechten Schnitt.

3) Ist einer der Keile, etwa der an « stumpf, so lege
man durch die Mittellinie CC" die Ebene v L «, welche Fig. 36.
die Ebene «a in der Geraden A; A} schneidet. Der Keil an
CC'" des Streifengebildes AA’, CC’, A;A] ist spitz, also
auch sein Scheitelkeil. Die Ebene ~ schneidet daher die
Ebene (3 nach 2) in einer Geraden B Bj. Nach dem vorigen
Artikel kann auf die Ebenen «, 3, v der Satz 1) angewendet
werden. Versinnlichung analog wie in 2).

Zusatz. Andere Beweise von 2) und 3): Sind a) die Keile der Ebenen
a und [ spitz, oder ist b) ein Keil, etwa der an «, stumpf, so lege man
durch die Gerade BB’ eine Ebene v L «, welche derselben in den Geraden
A1 AL || AA" || BB’ begegnet. Fiir den Fall a) erhélt man unmittelbar, dass
der Keil der Ebenen 3 und +y spitz ist. Fiir den Fall b) wird dies mit Zuziehung
der vorigen Artikel nachgewiesen.

Sind ndmlich o und 3 die Keile der Ebenen o und ( mit der Ebene
AA'BB’, o und ' die ihnen anliegenden Keile des Streifengebildes AA’,
BB, A1 A}, so ist

a+ [ <2R
o+ 03 <R,

woraus durch Addition 6+ 3’ < R folgt. Es schneiden sich daher die Ebenen
a und (.

Aus dem Vorhergehenden erhellet die Analogie der Gebilde erzeugt durch
Ebenen, die sich in parallelen Geraden schneiden, mit den geradlinigen Fi-
guren der euclidischen Planimetrie. Speciell erhélt man: Die Summe der drei
Keile von drei Ebenen, welche sich in parallelen Geraden schneiden, betrégt
zwei Rechte.



49.

Bestimmt man auf den Geraden AA’ | BB’ || CC' fiir einen gegebenen
Punkt A der Geraden AA’ die Punkte B und C auf den Geraden BB’ und
CC’ derart, dass

A'AB = B'BA,A'AC = C'CA

ist, so ist auch
B'BC = C'CB.

1) Die Geraden AA’, BB’ C'C’ seien nicht in einer Fig. 37.
Ebene.

Die Ebenen senkrecht durch die Mittellinien DD’
und FE’ der Streifen AA’BB’ und AA'CC" schnei-
den sich in einer auf der Ebene ABC' senkrechten
Geraden FF' | DD’ || EE'. Ist F' der Durchschnitts-
punkt dieser Geraden mit der Ebene ABC, so ist
BF = AF =CF*

Zieht man F'G 1 BC, so ist BG = GC und die
Gerade BC' senkrecht auf der Ebene I’ F'G also auch
senkrecht auf der Geraden GG’ || F'F'. Die Geraden BB’ und CC’ sind
parallel zur Geraden GG’ und dabei ist GG’ senkrecht in der Mitte G der
Strecke BC; es ist daher auch B'BC = C'CB.

Zusatz. Der Punkt F ist der Mittelpunkt des durch die drei Punkte
A, B, C' gehenden Kreises. Von diesen drei Punkten kann der eine, etwa A,
auf der Geraden AA’ willkiirlich genommen werden, die beiden andern, B
und C, sind dann auf den Geraden BB’ und CC’ eindeutig bestimmt.

2) Sind die Geraden AA’, BB’, CC" in derselben Ebene, so ziehe man die
Gerade DD' || AA" ausserhalb dieser Ebene und bestimme in dieser Geraden
den Punkt D derart, dass D'DA = A’AD ist. Dann folgt aus D'DB = B'BD
und D'DC = C'CD die Gleichheit von B’BC und C'CB.

Anmerkung. Diein den Artikeln 45—49 enthaltenen Sétze sind im absoluten Sinne
richtig, d. h. ohne Riicksicht auf das Parallelen-Axiom.

*Die drei Linien AF, BF, C'F sind der Deutlichkeit halber in der Figur weggelassen
worden.



Grenzfliche, Grenzlinie.

50.

Ist AA’ eine beliebige Gerade und bestimmt man auf jeder Geraden
MM'" || AA" zu einem gegebenen Punkt A der ersten Geraden einen Punkt
M auf der Geraden M M’ derart, dass Winkel

M'MA=AAM

ist, so erhélt man als den Ort der Punkte M eine Fléache, welche die Gren z -
fld4che heisst.* Die Gerade AA’ heisst die A xe der Grenzfliche, und
umgekehrt: die eben erhaltene Grenzfliche heisst >Grenzflache fiir die Axe
AA"«. Sind B und C zwei beliebige Punkte der Grenzfliche BB’ || CC’
nach der Richtung der Axe, so ist nach Art. 49 auch Winkel B'BC = C'CB;
d. h. man kann jede der parallelen Geraden AA’, BB', CC’, . . als Axe der
Grenzflache betrachten.

51.
Der Schnitt der Grenzfliche mit einer durch eine Axe
gelegten Ebene ist eine Linie, welche Grenzlinie ge- Fig. 38.
nannt wird'; jede Grenzlinie hat die Eigenschaft, dass die D

Senkrechten in den Mitten der Sehnen parallel den Axen
sind. Um daher eine Grenzlinie zu erhalten zieht man zu
einer gegebenen Geraden AA’ als Axe die Gerade AB un-
ter einem beliebigen Winkel A’AB und wihlt die Strecke ¢ B’
AC derart, dass die Gerade CC" 1. AB || AA’ ist; macht ¢’
man auf der Geraden AB die Strecke BC' = AC), so ist 4 A, A’
der Punkt B ein Punkt der Grenzlinie.

1) Ist AAAB = R, so ist AC also auch AB = 0, d. i. die Tangente eines
Punktes A der Grenzlinie steht senkrecht auf der Axe; jede auf der Axe in A
nicht senkrechte Gerade, wie AB, schneidet die Grenzlinie in zwei Punkten
(A und B).

2) Die Grenzlinie ist aus congruenten Stiicken zusammengesetzt; zieht
man niamlich die Gerade BD derart, dass DBB’ = BAA’ ist und macht die
Strecke BD = AB, so ist der Punkt D ebenfalls ein Punkt der Grenzlinie.

*Nach Lobatschewsky,J. Bolyai nennt sie die Fliache F'.
tJ. Bolyai nennt sie eine Linie L auf der Fliche F.



Die Grenzlinie ist zu beiden Seiten einer jeden Axe symmetrisch. Alle
Grenzlinien sind congruent. Zwei Grenzlinien decken sich, wenn ein Punkt
und dessen Axe der einen mit einem Punkte und dessen Axe der andern
zusammenfallt.

3) Schneidet man auf den Axen AA’, BB’, . . gleiche Stiicke AA; =
BB; = .. ab, so liegen die Punkte Ay, By, . . in einer Grenzlinie. Denn man
kann die Figur A’ABB’ mit der Figur B"BAA’ zur Deckung bringen, dabei
fallt die Strecke A;B; mit der Strecke B;A; zusammen. Der Punkt Bj ist
daher ein Punkt der Grenzlinie fiir die Axe A;A’.

4) Ein Kreis, dessen Halbmesser ins Unbegrenzte wéchst, geht in die
Grenzlinie iiber. (Der Beweis folgt unmittelbar aus Art. 32, 2.)

52.

Der Schnitt der Grenzfliche mit einer nicht durch eine Axe gelegten Ebene
ist ein Kreis.

Sind namlich A, B, C drei beliebige Punkte der Schnittlinie, so erhalt
man (nach Art. 49) in der Ebene ABC einen Punkt F' derart, dass F'A =
FB = FC und die Senkrechte F'F’ im Punkte F' der Ebene ABC || AA’,
BB', CC ist; der Punkt F' ist daher der Mittelpunkt des durch die Punk-
te A, B, C gelegten Kreises. Dreht man die Ebene F'F'A um die Gerade
FF’, so beschreibt die Gerade F'A die Ebene ABC und der Punkt A die
durch die Punkte A, B, C' gelegte Kreislinie, deren Punkte sammtlich auf
der Grenzfliche liegen, da die Gerade AA’ immer parallel zur Geraden F'F’
bleibt; ausser diesen Punkten liegt (nach Art. 32, 1)) kein Punkt der Ebene
ABC auf der Grenzflache.

Die Grenzflache wird daher auch erhalten, indem man eine Grenzlinie um
eine ihrer Axen dreht.

Eine Kugel, deren Halbmesser ins Unbegrenzte wichst, geht in die Grenz-
flache iiber.

Anmerkung 1. Unter Voraussetzung des elften euclidischen Axioms sind die
Grenzlinie und Grenzfliche resp. mit der Geraden und Ebene, welche auf den Axen senk-
recht stehen, identisch; in der nichteuclidischen Geometrie gehoren sie zu den krummen
Gebilden. Z. B. Die drei Punkte A, B, D der Grenzlinie des Art. 51 liegen nicht in einer
Geraden. Durch zwei Punkte A und B einer Ebene sind in dieser zwei Grenzlinien moglich
— entsprechend den beiden entgegengesetzten Richtungen der Senkrechten in der Mitte
der durch die beiden Punkte A und B bestimmten Strecke —; durch drei Punkte, welche
in dem Umfang eines Kreises liegen, sind zwei Grenzflichen bestimmt. Alle Punkte der

Ebene, welche zugleich innerhalb der beiden Grenzlinien oder zugleich ausserhalb dersel-
ben liegen, konnen mit den beiden Punkten A und B nicht im Umfang eines Kreises liegen.



Analog erhilt man diejenigen Punkte des Raumes, welche mit zwei gegebenen Punkten
nicht auf einer Kugelfldche liegen.

Anmerkung 2. Die wirkliche Ausfithrung der in diesen Artikeln vorkommenden
Constructionen — deren Moglichkeit aus dem Vorhergehenden klar ist — wird spéter (in
den Art. 67-69) gegeben werden.

Figuren auf der Grenzfliche.

53.

1) Auf der Grenzfliche ist durch zwei Punkte eine Grenzlinie be-
stimmt.

2) Zwei Grenzlinien AM und BN, deren Summe der in-
nern Winkel, welche sie mit einer dritten sie schneidenden Fig. 39.
Grenzlinie AB (auf derselben Seite der schneidenden) bilden,
kleiner als zwei Rechte ist, schneiden sich.

Denn die Ebenen der Grenzlinien AM und BN bilden
mit der Ebene der Grenzlinie AB innere Winkel, deren Sum-
me kleiner als 2R ist, die beiden Ebenen schneiden sich nach A
Art. 48 in einer Geraden, also die Grenzlinien AM und BN
in einem Punkte.

3) Aus 1) und 2) folgt: Auf der Grenzflache gelten die Séitze der eucli-
dischen Planimetrie, wenn man die Gerade durch die Grenzlinie und die
Strecke durch das zwischen zwei Punkten enthaltene Stiick der Grenzlinie
ersetzt. Z. B.

a) Die Summe der drei Winkel eines (von drei Grenzbogen gebildeten)
Dreiecks ist gleich 2R.

b) Der Umfang eines Kreises, dessen Radius das Stiick r eines Grenzbogens
ist, betragt 27r, wo m = 3,14159. .. ist.

Ist O der Mittelpunkt des Kreises auf der Grenzflache M
ein beliebiger Punkt des Umfanges, sind MM’ || OO" die Mo
Axen der Punkte M und O, so erhélt man den Kreis durch
Umdrehung des Grenzbogens MO = r um OO’ als Axe. Ist
MP 1 OO’ so beschreibt bei dieser Umdrehung die Gerade
M P = y einen Kreis von gleichem Umfange. Bezeichnet man
den Umfang dieses Kreises mit Oy, so ist also

Fig. 40.

Oy = 27r.



Anmerkung. Die goniometrischen Functionen und ihre Eigenschaften sind von
jeder geometrischen Betrachtung unabhéngig. Es bedeuten namlich z. B. sinx, cosz, . .
die Reihen

. _ 23 2P

51nx—m—3!+5!—
1 2?2t

cosT = —2!—|—4! — e,

welche sich auch in der Form geben lassen:

eaci _ e—xi

sing = —
24

ezi + efa:i

COS = ——m——
2

Diese Reihen sind fiir jeden beliebigen Werth von x convergent, besitzen alle Eigen-
schaften der in der euclidischen Geometrie eingefiithrten goniometrischen Functionen, also
auch eine gemeinsame reelle Periode = 27, wo m = 3,14159... die bekannte Ludolf’sche
Zahl bedeutet. Die Zahl x heisst Argument und entspricht dem Winkel zweier Geraden
in der euclidischen Geometrie. Die Einheit von x ist dadurch bestimmt, dass dem vollen
Winkel = 360° die Zahl 27 entspricht. Ist daher z° der dem Argumente x entsprechende
Winkel (in Graden ausgedriickt), so ist

z:x® =2 360°.

Gleiches gilt auch von den sogenannten hyperbolischen Functionen

sin S
r=—-
2
et — e
(0sx = ———, U.S. W.
2
d. i. von den Reihen
. B x3  2b
smxfﬂc+§+5+'~
_1 x? ozt
cosx = +§+Z+~~,

welche die Periode 27i haben, und in der absoluten Geometrie die gleiche Verwendung
finden wie die Kreisfunctionen in der gewhnlichen Geometrie. (Siehe Anhang Art. 2.)
Auf der Grenzfliche ldsst sich daher die gew6hnliche ebene Trigonometrie und analyti-
sche Geometrie auf Gebilde, in welchen die Geraden (der gewohnlichen Geometrie) durch
Grenzlinien und die Strecken durch Grenzbogen ersetzt sind, unmittelbar anwenden.



Anwendung auf das geradlinige und sphérische
Dreieck.

54.

In jedem Dreiecke verhalten sich die Umfange der Kreise, welche die Seiten
zu Radien haben, wie die Sinuse der gegeniiberliegenden Winkel.

1) Ist das Dreieck ABC' bei C' rechtwinklig, so zie-
he man in einem der Punkte A oder B, etwa in A, Fig. 41.
die Gerade AA’ 1 auf die Ebene ABC und ziehe BB’,
CC" || AA’. Durch den Punkt B lege man fiir BB’ als
Axe eine Grenzflache, welche den Geraden AA" und C'C’
in den Punkten A; und C} begegnet. Dadurch erhélt
man auf der Grenzflache ein Dreieck A BC}, in welchem
der Winkel A; gleich ist dem Winkel A des geradlinigen
Dreiecks ABC. Es ist daher

BCl = BAl sin A,
also auch

2nBC, = 27 BA; sin A.

Die Umféinge 27 BCy und 2m BA; der Kreise auf der Grenzflache sind resp.
gleich den Umfiangen O BC, O AB der ebenen Kreise mit den Radien BC' und
AB. Es ist daher

OBC = OABsin A.

2) Zerlegt man ein Dreieck durch die Hohen in rechtwinklige, so erhilt
man, wenn mit a, b, ¢ die Seiten und mit A, B, C' die ihnen gegeniiberliegen-
den Winkel bezeichnet werden,

Oa:0b:0c=sinA:sinB:sinC. Fig. 42
55.
Ist das sphérische Dreieck ABC' bei C' rechtwinklig, 0
so ziehe man von einem der Punkte A oder B, etwa von 3 ¢
B, die Geraden BA; L OA, BC; L OC und verbinde die ! K

Punkte A; und C4, wodurch man das bei C; rechtwinklige



Dreieck Ay BC, erhilt, in welchem A; gleich dem Winkel A ist. Nach Art. 54
ist
OBC; = OBA;sin A.

Aus den Dreiecken OBA; und OBCY folgt
OBA; =00Bsin¢, OB(C; =0O0Bsina;
und damit durch Substitution in obige Gleichung
sina = sin ¢ sin A.

Aus dieser Gleichung folgt die ganze sphérische Trigonometrie, welche
also vom Parallelen-Axiom unabhéngig ist. (Siehe Anhang, Art. 3.)

Verhiltniss zweier Grenzbogen.

56.

Sind AM und A’M’ zwei Grenzbogen, welche zwischen denselben Axen
AA" und M M’ liegen, so entsprechen nach Art. 51, 3) gleichen Sehnen AB
und BC der ersten Grenzlinie gleiche Sehnen A’B’ und B'C’ der zweiten
Grenzlinie, dabei ist

AA'= BB = C(C".

Theilt man den Grenzbogen AM in m gleiche
Theile, so wird durch die Axen der Theilungspunkte Fig. 43.
der zugehorige Grenzbogen A’M’ ebenfalls in m glei-
che Theile getheilt; das Verhéltniss zweier zusammen- B, B,
gehorigen Grenzbdgen ist daher von der Groésse der B,=B'
Bégen unabhéingig — also nur abhéngig von der Ent-
fernung AA” der beiden Grenzlinien. A A A, A=A

Um dieses Verhéltniss zu bestimmen, theile man
die Entfernung AA’ = x in n gleiche Theile; es sei AA; = AjAy =

- A,_1A" = a, ferner seien AB = s, A1B; = s1, ..., AAB’ = & die den

Theilungspunkten zugehorigen Grenzbdgen. Dann ist

S S1 Sp—1

S1 52 Sn



wo A das der Entfernung a entsprechende Verhéltniss zweier Grenzbogen ist.
Multiplicirt man diese n Gleichungen mit einander, so folgt

SR
Sl
Ist k£ die Entfernung zweier Grenzbogen, deren Verhéltniss gleich einer
gegebenen Zahl e ist, so sei k = ma; dann ist

e:Amund)\:e%,

also
S

— =€

Sl
Diese Entfernung k kann derart gewéhlt werden, dass die Zahl e gleich der
Basis des natiirlichen Logarithmensystems

=8

3z

= €k.

e = 2.718281828459 . ..

wird.
Zusatz. Setzt man
er = ga 6% =1,
so sind wegen
z+y z—y
n=e* , &:n=¢€F

énund € : 1 die den Entfernungen 24y und x—y entsprechenden Verhéltnisse
der Grenzbogen.

Anmerkung. Driickt man z in Theilen von k aus, so erhilt man s = s’e”.

57.

Sind AB und A’B’ zwei Grenzbogen zwischen denselben Axen AA’ und
BB’ so ist ihr Verhéltniss bestimmt durch

AB: A'B' = sin AA'B - sin A’BB’. Fig. 44.

Zieht man namlich die Geraden BD 1 AA’, AE 1| B
BB’ so ist B’

OBD = O0A'Bsin AA'B
OA'E = OA'Bsin BB/,




54
also

OBD : 0A'E =sin AA'B : sin A’BB’.
Beriicksichtigt man, dass

OBD =21rAB, OA'E =2r7A'B

ist, so erhélt man unmittelbar den ausgesprochenen Satz.

Beziehung zwischen Distanz und Parallelwinkel.

58.

Ist p die Distanz eines Punktes von einer Geraden, I1(p) der zugehorige
Parallelwinkel, so ist
p
cot 111(p) = ek.

Der Beweis beruht auf folgenden Griinden: Fig. 45.
1) Ist A ein Punkt ausserhalb der Geraden B'B”, da- pA
bei AB 1 B'B", AA’ || BB', AA” || BB”, und sind AC, o EZ
) A’

BD, CE die Grenzbogen fiir die Axen AA’, BB", CB”,
B B’

SO 1st CBF
AD =DFE = BC.

Denn zieht man den Grenzbogen AF fiir die Axe AA”, so ist

CB=BF, CB=FED, BF = DA.

Fig. 46.

2) Es sei AA" || BB’ und A’AB = B'BA. Ist

C die Mitte von AB, so ist CC’" 1 AB paral- D’
A" C B\ g

lel zu AA" und BB’. Ist BB” die Verldngerung
von AB, und BD die Halbirungslinie des Win-
kels B’BB”", so kann man die Distanz BD derart
bestimmen, dass die Gerade D'D” | BD die Ei-
genschaft hat, dass

A €6 B KH B
BB' || DD', BB" || DD",

also auch AB” || DD” und (wegen AA’ | BB') AA" | DD’ ist. Die Gerade
AFE 1 D'D” halbirt daher den Winkel A’AB.



3) Beschreibt man eine Grenzlinie fiir AA’ als Axe, so geht diese durch
den Punkt B und schneidet die Gerade D'D”, etwa in F. Schneiden die
Grenzlinien fiir die Axen ED” und F'D” die Gerade AB” in den Punkten G
und H, so ist nach 1)

AH =2AG = 2GH.

Ist ausserdem K der Durchschnittspunkt der Geraden AB” mit der Grenzli-
nie fiir die Axe DD", so ist auf gleiche Weise

BH =2BK =2KH.

Daraus folgt
AB = AH — BH = 2(AG — BK).

4) Setzt man AB = 2p, AG =z, BK =y, so ist
p=x—y.

Nach Art. 57 folgt fiir die den Distanzen AG und BK entsprechenden
Verhéltnisse der Grenzbogen

=sinR:sin$/I(p) =1:sin 31 (p)
=sin R :sin5[2R — II(p)] = 1 : cos 511 (p).

e

ol SO

e
Daraus erhalt man nach Zusatz des Art. 56
ek = cot 11 (p).

Zusatz. Aus den Gleichungen

«Q «Q

2cot — cot — —1

sino = —22, cosq = 2—2,
«Q Qo

cot — +1 cot—+1
2 2

folgt
sin I1(p) = sec 2—), cos I1(p) = tan %



Linien und Flachen gleichen Abstandes.

59.

Im Art. 33 ist bereits nachgewiesen worden, dass eine Linie BB’, deren
Punkte von einer gegebenen Geraden AA’ gleichen Abstand = h haben, eine
krumme Linie ist.

Es sei der Punkt C' die Mitte der Strecke AA" und E
der zugehorige Punkt der Linie gleichen Abstandes, dreht
man diese Linie um die Gerade C'E als Axe, so beschreibt
sie eine Fldche, deren Punkte von der durch die Gerade AC
erzeugten Ebene gleichen Abstand = h haben; diese Fléache
heisst daher eine Fldche gleichen Abstandes
= h. Jeder Punkt, z. B. B, der Linie BB’ beschreibt dabei
einen Kreis, dessen Punkte von dem durch den Punkt A 4 \U ¢ A'
erzeugten Kreis gleichen Abstand haben.

Das Verhiltniss eines Stiickes der Linie gleichen Abstandes zum zugeho-
rigen Stiick der Geraden ist von der Grosse dieser Stiicke unabhéngig; man
kann daher dafiir auch das Verhéltniss der Umféange dieser beiden Kreise
setzen.

Der erste Umfang ist = OBD, der zweite = OAC'. Nun ist

OBD = OB(C'sin BCE, OAC = OBC'sin ABC,
also das erwahnte Verhaltniss
OBD : OAC = sin BCFE : sin ABC.

Ist der Punkt A fest und entfernt sich der Punkt C' immer mehr vom
Punkte A, so wird der Winkel AC'B immer kleiner, der Winkel BC'E also im-
mer grosser, und, wenn der Punkt C' im Unendlichen liegt, so wird BCE = R
und ABC = [I(AB) = II(h). Es ist daher das erwihnte unverénderliche
Verhiltniss der Linie gleichen Abstandes zur zugehorigen Strecke ihrer Ge-

raden
h

h

1:sinll(h) = %(e% +e k) =cos T

Fir h = 0 fillt die Linie BB’ mit der Geraden AA’ zusammen. Ist
BU || EC, so liegt die Gerade BU naher zur Geraden EC' als (die nicht

schneidende Gerade) BA; die Grenzlinie durch die Punkte B und B’ (deren



Tangente im Punkte B auf der Geraden BU senkrecht steht) liegt ausserhalb
der Linie gleichen Abstandes. Sind die Punkte B und B’ fest und legt man
durch dieselben fortgesetzt fiir alle Abstéinde h von h = 0 an bis h = oo die
entsprechenden Linien gleichen Abstandes, so werden diese immer starker
gekritmmt (d. h. die von ihnen und der zugehérigen Strecke BB’ bestimmten
Fldchenstiicke werden immer grosser) und fiir h = oo geht die Linie gleichen
Abstandes in die durch die Punkte B, B’ gelegte Grenzlinie iiber, deren Axe
BU || DC ist; denn fiir h = oo ist das Verhéltniss = oo, also AA’ =0, d. h.
die Geraden BA und B’A’ schneiden sich im Unendlichen.

Zusatz. Setzt man BCE = R— ACB, so folgt fiir das obige Verhéltniss

cos AC'B : sin ABC = cos %;

d. h. wird in dem bei A rechtwinkligen Dreieck ABC' die Seite AB = h als
unverénderlich vorausgesetzt, so bleibt das Verhiltniss cos C' : sin B ebenfalls
unveranderlich.

Kreisumfang.
60.
Ist die Gerade AB L AC, so ist fiir jeden beliebigen
Punkt 'y der Geraden AC zufolge des Zusatzes des vorigen Fig. 48.
Artikels ,
C
B
cos ACB : sin ABC = cos ACY B : sin ABCY,
oder y C
D,
cos ACB : cos AC1B = sin ABC' : sin ABC}. b
Nun ist
OAC : OAB =sin ABC' : sin ACB
OACl : OAB = sin ABCl : sin AClB,
also

sin ABC _ sin ACB

AC : OQAC, = :
0AC: 0AG: sin ABC, sin ACYB




oder nach der obigen Gleichung
OAC : OAC, = cot ACB : cot AC, B.

Beschreibt man die Grenzbogen C'D und C;D; fiir die Geraden C'C’ und
C1C] || AB als Axen, so ist das Verhéltniss dieser Bogen

CD: ClDl = QAC : OACl,
also
CD :CyD; =cot ACB : cot AC, B.
Setzt man der Kiirze halber
AC = Y, AOI =
CD = T, ClDl ="
ACB = ¢, AC\B = ¢y,
es ist also
Oy:0y; =7r:7r; =coty:coty.
Wird AB unendlich, so gehen die Winkel ¢ und ¢; in die den Abstdnden
y und y; entsprechenden Parallelwinkel ACC” und AC,C] iiber; es ist daher
r:cot II(y) =ry :cot I1(y1) = C,
wo C' eine constante Zahl ist. Daraus folgt

r = Ccot I1(y) :C’sin%,

Oy =2nr= QWCsin%.

Um die Constante C' zu bestimmen, beriicksichtige man, dass das Ver-

haltniss y
CsinZ
sin ’

r
Y Y
fiir den Grenzwerth y = 0 in die Einheit iibergeht. Es ist daher

C:

yy fiir y = 0.
sin =
k



Nun ist allgemein

BiH% 1 y2
=—+———4...,
Y ko 3k3

daraus folgt C' = k und
Oy = 2k sin %

Ebene Trigonometrie.

61.
Fiir das bei C' rechtwinklige Dreieck ABC' erhélt man aus Art. 54, 1)

Oa = Ocsin A.
Setzt man fiir O @ und O ¢ nach Art. 60 ihre Werthe, so ist

5in% = 5in£sinA, 1)

ebenso

b
sin z = sin % sin B.

Ferner ist nach Art. 59, Zusatz

cosA:sinB:cos%, 2)

ebenso

) b
cos B :sin A = cos —.

k
Aus diesen Gleichungen folgt
sin -
sin A = ]g 1)
sin -
sin —
COSA:C052'—]§, 2')
ko gin—

k



welche Werthe in
sin A> + cos A2 =1
gesetzt, geben
c? a? a? b?

s — = sin — + co0s — sin —.
2 jp Teos sy

Addirt man zu beiden Seiten die Zahl 1, so erhélt man mit Beriicksichtigung,

dass

cos 22 = 1 + sinz?,
c? a® b?

0§ — = €0§ — €05 —;
k k k'

woraus, da cos z fiir jeden reellen Werth von x positiv ist,

c a b
€05 — = €05 — €05 —

k k- k
folgt.
Durch Division der Gleichungen 1’) und 2’) folgt
tan -
tan A = k
sin b
k

oder

b
tan % = sin z tan A.

Aus den Gleichungen 2’) und 3) folgt

a C
tan — = tan — cos B.
k k

5)

Vermittelst der Gleichungen 1) bis 5) konnen sammtliche auf das recht-

winklige Dreieck beziiglichen Aufgaben gelost werden.

62.

Ein beliebiges Dreieck kann durch Zerlegung in zwei rechtwinklige auf-
gelost werden, ebenso kénnen aus den Formeln fiir das rechtwinklige Dreieck
die fiir das beliebige Dreieck geltenden hergeleitet werden. Diese Ableitung



wird durch folgende Bemerkung* erleichtert: Die Formeln fiir das rechtwink-
lige geradlinige Dreieck gehen in die Formeln fiir das rechtwinklige sphérische
%, T % die Con-
stante k in ki (wo i = \/—1 ist) verwandelt und fiir & den Radius der Kugel
setzt. Man kann daher bei der Ableitung der allgemeinen Gleichungen der
ebenen Trigonometrie aus denen des rechtwinkligen Dreiecks nicht nur den-
selben Gang einschlagen, wie bei der Ableitung der allgemeinen Gleichungen
fiir das sphéarische Dreieck aus denen des rechtwinkligen, sondern sogar aus
den allgemeinen Gleichungen fiir das sphérische Dreieck die fiir das ebene
erhalten, indem man fiir den Radius der Kugel die Constante ki setzt, oder
falls der Radius = 1 gesetzt ist, indem man @, @, “ statt der Seiten a,

Dreieck iiber, wenn man in den Verhéltnissen der Seiten

b, ¢ setzt. Die Kreisfunctionen der Seiten verwandeln sich in hyperbolische
Functionen, wihrend die Functionen der Winkel ungeédndert bleiben.
Man erhélt dadurch folgende Gleichungen der ebenen Trigonometrie

b
5in%:51nE:5in%:sinA:sinB:sinC
cos @ _ cos b cos ¢ sin b sin ¢ cos A

E k k k k
b b
5in%c0sB:c05E5in£—5inEc05£cosA
cosAcosB+cosC:coggsinAsinB.
b
tan%—tan%gsinA
tan — = k k
2 10 an 1€ cos A
—tan§Etan§Ecos
(U 18 S—a  s—0b | S—¢C
tanz— tanﬁztanﬁ 2 tan§ 2 tan 5 2

woa+b+c=2s,m—(A+ B+ C)=u gesetzt wird.
Die Auflosung der Aufgaben geschieht auf ganz &hnlichem Wege wie bei
den entsprechenden Aufgaben der sphérischen Trigonometrie.
Zusatz. Die vorstehenden Gleichungen stimmen mit den von Lobat-
schewsky gegebenen iiberein, wenn man statt
. x Z mZ
sin -, cos o, tan -

*Lobatschewsky, geometrische Untersuchungen, S. 60.




resp.
cot I1(x), 1 :sinIl(x), cosIl(x)
setzt. Aus den Gleichungen 1) bis 3) erhélt man fiir das rechtwinklige Dreieck
cot I1(a) = cot I1(c) sin A
sin I7(b)
sin I1(c)

cos B =sin A
= sin IT(a) sin I1(b),

und analog fiir das schiefwinklige Dreieck

cot I1(a) : cot I1(b) = sin A : sin B

in I7(b) sin I1
cos Acos IT(b) cos IT(c) + S si(n)];l(l;) (c) 1
17
cot Asin Bsin I1(c) + cos B = —22217((;))
0 Asin B
cos Acos B + cosC = %

Unendlich kleine Figuren, absolute Geometrie im
Sinne Bolyai’s und Lobatschewsky’s.

63.

Setzt man in den vorhergehenden Formeln die Verhéltnisse —, —, — sehr

klein voraus, so erhélt man die Gleichungen
a:b=sinA:sinB
a?> = b + % — 2bccos A
c=acosB+bcos A
cos Acos B +cos(C =sin Asin B.

Die beiden letzteren lassen sich auf die Form bringen

asin(A+ B) = csin A
cos(A+ B) +cosC = 0.



Daraus folgt

asin(A+ B+ C) = asin(A + B)cosC + acos(A + B)sinC
= csin Afcos C' + cos(A + B)] =0,

d. h.
A+B+C=2R.

Die Formeln der nichteuclidischen Trigonometrie gehen also in die der
euclidischen Trigonometrie iiber, wenn man die Verhéltnisse der Seiten a, b,
¢ zur Grosse k als sehr klein voraussetzt.

Dieselben Resultate erhédlt man auch aus Art. 58, indem der Ausdruck

o
1:sinll =14+—+4...
sin IT(p) +2k;2+

fiir sehr kleine Werthe des Verhéltnisses % in die Einheit iibergeht, also

H(p)=R

wird. Ebenso geht das Verhéaltniss der Linie gleichen Abstandes zu ihrer Basis

des Art. 59 fiir sehr kleine Werthe von — in die Einheit iiber, wodurch fiir
das bei C' rechtwinklige Dreieck ABC' folgt

cosA:sinB=1d.h. A+ B =R.

Diese Kleinheit der Verhéltnisse tritt ein, wenn entweder fiir ein endliches
k die Seiten a, b, ¢ sehr klein sind, oder fiir endliche Seiten a, b, ¢ die Grosse
k als sehr gross vorausgesetzt wird.

Aus der ersten Voraussetzung folgt: Fiir unendlich kleine Figuren gilt die
gewOhnliche Geometrie unabhingig vom Parallelen-Axiom. Die zweite Vor-
aussetzung gestattet die Auffassung der gewohnlichen (euclidischen) Geome-
trie als speciellen Fall der nichteuclidischen Geometrie, indem man nur die
Constante k so gross voraussetzt, dass man fiir unsere Messungen mit den
obigen gendherten Formeln ausreicht. Aus diesem Grunde kann die nicht-
euclidische Geometrie die absolute Geometrie genannt werden, indem
sie vom Parallelen-Axiom, dessen Unbeweisbarkeit hier unmittelbar klar ist,
als unabhéngig betrachtet werden kann.



Anmerkung. Da das Nichtstattfinden der euclidischen Geometrie in der Wirk-
lichkeit an grossen Figuren sich zeigen miisste, so hat Lobatschewsky aus astrono-
mischen Beobachtungen Dreiecke gebildet, deren kleinste Seiten ungefihr von der Grosse
der doppelten Entfernung der Erde von der Sonne waren. Als Resultat dieser Untersu-
chung hat sich ergeben, dass bei solchen Dreiecken die Winkelsumme noch immer nicht
von zwei Rechten um eine solche Grosse abweicht, welche die aus den Beobachtungsfehlern
herrithrenden Grenzen iibersteigt. (Sieche Anhang Art. 4.) Auch W. Bolyai bemerkt,
dass man sich wegen der Uebereinstimmung der auf das euclidische Axiom sich stiitzenden
astronomischen Rechnungen mit den Beobachtungen in der Praxis mit um so grosserer Si-
cherheit der gewohnlichen Geometrie bedienen kénne.

64.

Aus dem Vorstehenden ist unmittelbar klar, in welchen Theilen die eucli-
dische und die nichteuclidische Geometrie iibereinstimmen. Dass dieses in
allen auf Congruenz allein sich stiitzenden Beziehungen der Fall ist, wurde be-
reits im Art. 31 erwéihnt. In Beziehungen, die eine Parallelen-Voraussetzung
erfordern, kann eine Uebereinstimmung nur bei unendlich kleinen Figuren
oder bei solchen endlichen, welche durch unendlich kleine ersetzt werden
konnen, eintreten. Beispiele hierzu sind folgende Sétze:

1) Zwei Gerade BB' und C'C’, welche mit einer dritten AA’ nach derselben
Richtung parallel sind, sind mit einander parallel. (Vergl. Art. 25, 3.) Man
gehe in der Geraden AA’ (in der Richtung des Parallelismus) bis zu einem
Punkte, dessen Entfernungen von den Geraden BB’ und C'C” unendlich klein
sind (Art. 32, 2). Eine senkrechte Ebene auf die Gerade AA’ in diesem Punkte
ist auch senkrecht auf BB’ und C'C’, also BB’ || CC".

2) Die Summe der drei Keile dreier Ebenen, die sich in parallelen Geraden
schneiden, ist gleich zwei Rechte. Beweis wie 1).

3) Die sphérische Trigonometrie ist unabhéngig vom Parallelen-Axiom.
Man beschreibe eine concentrische Kugel mit unendlich kleinem Radius;
durch das gegebene Dreieck ist ein unendlich kleines sphérisches Dreieck
bestimmt, welches mit ihm gleiche Seiten und gleiche Winkel hat.

Bei endlichen Figuren, die sich nicht durch unendlich kleine ersetzen las-
sen, miissen die unter Voraussetzung des euclidischen elften Axioms abgelei-
teten Beziehungen von den unter Voraussetzung der nichteuclidischen Geo-
metrie erhaltenen verschieden sein.

Anmerkung. Die Congruenz-Voraussetzung erfordert, dass fiir ein System der
Geometrie die im Art. 56 eingefithrte Grosse k unverédnderlich bleibt; denn %k bedeutet

die bestimmte Entfernung zweier zusammengehoriger Grenzbogen, deren Verhéltniss eine
gegebene Zahl = e ist. Fiir die verschiedenen Werthe von £ erhélt man verschiedene



Systeme der Geometrie, fiir k = oo erhélt man die euclidische Geometrie.

Im Falle des Stattfindens eines dieser Systeme der Geometrie in der Wirklichkeit,
miisste fiir die Losung der Aufgaben auf dem Wege der Rechnung die Grosse k gegeben
sein. Die Aufgaben der ebenen Trigonometrie und ihre Losungen sind dann ganz analog
denen der sphérischen Trigonometrie.

Aufgaben iiber Parallele und Nichtschneidende.

65.

Sind p = AB und p’ = A'B’ die Entfernungen zweier Punkte B und B’
von der Geraden AA’ | BB', so ist AA’ = a gesetzt

/

P D _
tan— = tan = .
2 5

Denn zieht man AC und A'C" 1. BB’, so ist

EllS]

AC AB Fig. 49.
51117 = 5in7 sin ABC B C
B'_,
. p ¢
oder, wegen sin ABC' =1 : cos o
A A’
sin AC = tcmp
ko k’
also ist
ﬁnAO 5’nA,C, t np t np/
in— :si = - —.
2 o ey

Nun ist das erste Verhiltniss gleich dem der Grenzbogen zu den Punkten
Aund A4, d. i. gleich e" .

66.

Ist die Gerade BB’ eine Nichtschneidende zur Geraden AA’, und p der
kleinste Abstand, so ist AA" = a gesetzt,

tan v tan P a
— = = Cos —.
k k k



Denn es ist
p/ /
tan 7= tan - cos AB'A’
/ AB/
tan% = tan cos BAB' = tan sin A’AB’,
also

/ A !
tan% : tan% =cos AB'A" : sin A’AB’ = cos e

67.

Aus dem Art. 59 ergibt sich unmittelbar die Losung der Aufgabe:
Durch einen Punkt B ausserhalb einer Geraden AC ei-

ne Parallele BG zur Geraden AC' zu ziehen, d. h. zu einer Fig. 50.

gegebenen Distanz den zugehorigen Parallelwinkel zu finden. D
Ist ndmlich BA | AC, BD 1 BA, D ein beliebiger Punkt

der Geraden BD und DC 1L CA, so ist G

OBD : 0AC =1 :sinlI(h),

wo h = AB der Abstand und II(h) der zugehdrige Parallel-
winkel ist. Da 1 > sin I1(h) ist, so folgt BD > AC.

Beschreibt man aus dem Punkte C' mit dem Radius BD einen Kreis, so
schneidet dieser die Gerade AB in einem Punkte, etwa F. Im Dreiecke ACF
ist dann

C

OCF:0CA=1:sinAFC,

also
II(h) = AFC.
Zieht man durch den Punkt B die Gerade BG derart, dass der Winkel
ABG = AFC ist, so ist BG || AC.

68.

Zu einem gegebenen Winkel als Parallelwinkel die zugehorige Distanz zu
finden.

Hilfssédtze:

1) Sind von den drei Senkrechten DD', EE', FF', welche in den Mitten
D, E, F der Seiten AB, AC, BC' eines Dreiecks ABC' errichtet sind, zwei zu
einander parallel, so sind alle drei parallel.



Zieht man von den Spitzen A, B, C' des Drei-
ecks parallele Gerade AA’, BB', CC" zu den beiden
als parallel vorausgesetzten Senkrechten, so folgt der
Beweis unmittelbar aus Art. 49, 2).

2) Sind 2a, 2b, 2¢ die Langen der den Winkeln A,
B, C' gegeniiberliegenden Seiten und ist A der grosste
Winkel, so finden in diesem Falle zwischen den Seiten
und Winkeln folgende Gleichungen statt

A=1II(b) + II(c)
B =1II(c) — II(a)
C =1I(b) — II(a).

3) Macht man nun A’AG = B'BC = II(a), so schneiden sich die Geraden
AG und BC' in einem Punkte, etwa G; dabei ist im Dreieck AC'G, wegen
GAC =11(b) — II(a) = C, AG = CG.

Daraus folgt die Losung der vorliegenden Aufgabe auf folgende Art: Ist
B'BC' der gegebene Winkel, so kann man (vermittelst des vorigen Artikels)
fiir eine hinreichend kleine Distanz BD einen Parallelwinkel B’'BD > B'BC
erhalten. Macht man DA = BD, AA' | BB', A’/AG = B’BC und (auf der
Geraden BC) GC = AG, so bestimmt die Mitte F' der Strecke BC' die dem
Winkel B’BC' entsprechende Distanz BF'.

69.

Es sei die Gerade AA’ | BB'; zu einem gegebenen Punkte A der Geraden
AA’ soll der Punkt B der Geraden BB’ derart bestimmt werden, dass Winkel
A’AB = B'BA.

Man ziehe ausserhalb der Ebene AA’ BB’ die Gerade
CC" || AA, mache AC L CC', CD = AC und DD’ || Fig. 52.

CC'". Durch die Gerade C'C" lege man eine Ebene derart, ’ C’

dass sie mit der Ebene AA’C'C” denselben Winkel bildet M | B'D’
wie die Ebene DD’'BB’ und bestimme nach Art. 42 ihre

Durchschnittslinie MM’ mit der Ebene AA'BB’. Die 4 D
Gerade AB 1. M M’ bestimmt den gesuchten Punkt B.

Legt man nédmlich durch den Punkt A fiir die Axe
AA’ eine Grenzflache, so bilden auf derselben die vier
Ebenen AA'DD', AA'BB', DD'BB’', CC'MM’' zwei



dhnliche Grenzdreiecke, woraus (wegen AC' = CD) AM = M B, also auch
A’AB = B'BA folgt.

Anmerkung. Durch die Losung dieser drei Aufgaben ist die directe Ausfithrung der in
den Art. 25, 2), 39, 49-51, 58, 2) u. s. w. vorkommenden Constructionen ermdoglicht.

70.

Denkt man sich auf der Grenzflache die Grenzbégen durch ihre Endpunkte
allein bestimmt — analog wie in der Ebene die Strecke —, so kann auf die
in dem vorigen Artikel enthaltenen Aufgaben die Losung der nachstehenden
zuriickgefiihrt werden:

1) Einen Grenzbogen zu bestimmen, welcher gleich ist der Summe zweier
durch ihre Endpunkte bestimmten Grenzbogen AB und CD.

Man bestimme nach Art. 67 die den Strecken %AB und %C D entsprechen-
den Parallelwinkel I7(3AB) und I1(3CD) und lege die Strecken AB und C'D
unter dem Winkel I7(3AB)+II(1C'D) an einander. Der Anfangspunkt A der
ersten Strecke und der Endpunkt D der zweiten Strecke bestimmen dann die
beiden Endpunkte des gesuchten Grenzbogens.

Auf analoge Art wird ein Grenzbogen bestimmt, welcher gleich ist dem
Unterschiede zweier Grenzbogen.

2) Zu drei Grenzbogen SA, AB, SC die vierte geometrische Proportionale
CD zu finden.

Dazu dient dasselbe Verfahren wie in der euclidischen Planimetrie. Man
lege in einer Ebene A (vermittelst zweimaliger Anwendung des Art. 67) die
Sehnen der Bogen SA und AB so an einander, dass die Punkte S, A, B in
ciner Grenzlinie liegen, d. h. dass der Winkel SAB = II1(3SA) + II(3AB)
ist. Ist S5’ die Axe dieses Grenzbogens, so lege man durch dieselbe eine
beliebige Ebene 21 und ziehe in dieser die Gerade CC’ || S5’ derart, dass
SC gleich der Sehne des dritten Bogens und der Winkel S’SC = C'C'S, also
= II(35C) ist. Legt man durch BB’ eine Ebene unter derselben Neigung mit
der Ebene 2 wie die der Ebene BB'C'C’ und bestimmt nach Art. 42 deren
Durchschnittslinie DD’ mit der Ebene 2(', so erhélt man die gesuchte vierte
Proportionale C'D, wenn nach der Aufgabe des Art. 69 der Punkt D derart
bestimmt wird, dass Winkel D'DC = C'CD ist.

In dhnlicher Weise kann die mittlere geometrische Proportionale, u. s. w.
construirt werden. Beriicksichtigt man ausserdem die Sétze des Art. 53, so
erhélt man folgenden allgemeinen Satz:



Auf der Grenzfldche kann man — ohne Riicksicht auf das eucli-
dische Axiom — alle Constructionen ausfithren, welche in der euclidischen
Planimetrie moglich sind. Es ist also auch die Theilung von 4R in gleiche
Theile in denselben Féllen moglich.

Beispiel. Es sei A/AB = %R, ferner AB so gewahlt, dass
BB 1 AB und || AA’ ist; bestimmt man auf der Geraden BB’  Fig. 53.
den Punkt C derart, dass A’AC = B'CA ist, so ist BC = x

r B’
gesetzt, nach Art. 57 4

8

e zlzsin%R:Z
also x geometrisch construirt.
Wihlt man den Winkel A’AB derart, dass

1
sin A’AB=~,d.i. AAB =21° 35 5".63
e

ist (was ndherungsweise moglich ist), so wird = = k.

Punkt und Linien-Element in der Ebene.

71.

Fiir die Bestimmung der Punkte einer Ebene denke
man sich in derselben eine bestimmte unbegrenzte Gera- Fig. 54.
de X X" als A xe und in dieser einen bestimmten Punkt
O als Anfang gegeben. M_“iny

Um den Punkt M zu bestimmen, ziche man M P L
X X'; die Strecken OP = x und PM = y bestimmen die
Lage des Punktes M eindeutig, wenn die Grosse x auf P P
der einen Seite des Punktes O positiv, auf der entgegen-
gesetzten negativ, die Grosse y auf der einen Seite der Geraden X X' positiv,
auf der entgegengesetzten negativ genommen wird.

Die Grossen x und y heissen die Coordinaten des Punktes M, es soll dies
durch M = (z, y) bezeichnet werden.

Eine Gleichung y = f(z), wo y eine stetige Function von z ist, hat zu
ihrem geometrischen Orte eine stetige Linie.

Ist M’ ein zweiter Punkt, sind OP’ = 2/ und M'P’ = ¢ dessen Coordi-
naten, so ist PP’ = 2/ — x = Ax. Legt man durch den Punkt M eine Linie




MN gleichen Abstandes = y zur Geraden X X', welche die Gerade M'P’" im
Punkte N schneidet, so ist M'N =y’ —y = Ay. Dabei ist nach Art. 59 der
Bogen

1
MN = §C05%A£L‘.

Sind M und M’ zwei unendlich nahe liegende Punkte, so erhélt man fiir
das unendlich kleine (bei N rechtwinklige) Dreieck M M'N

MM =M MN°+M'N°

oder, wenn M M' = ds gesetzt wird,
y?
ds* = cos n da® + dy?*.

Sind M und M’ Punkte einer Linie, deren Gleichung y = f(z) (oder
¢ (x,y) = 0) gegeben ist, so kann man ds durch eine Variable und deren
Differential ausdriicken.

Grenzlinie.

72.
Ist OX eine Axe der Grenzlinie, so erhélt man aus Art. 57
ek = 1:sinI1(y)
aus Art. 58, 4)

ek =1:cot 11 (y)
Eliminirt man 7(y) so erhdlt man als Gleichung der Grenzlinie
z Y
k= (0§,
ek = cos
Durch Differentiation folgt
Y
dx = tan =dy,
z = tan —dy
also Y
ds = cos —=dy.
s = cosdy

Integrirt man, so erhélt man wie in Art. 60 fiir den von O an gezéhlten
Grenzbogen

s = kﬁin% = kcot I1(y).



Gleichung der Geraden.

73.

Die Gleichung der Geraden kann entweder nach einem der gewo6hnlichen
(euclidischen) Geometrie entsprechenden Verfahren oder direct aus dem ana-
lytischen Ausdrucke fiir das Linienelement erhalten werden. Im ersteren Falle
muss man unterscheiden, ob die Gerade eine die z-Axe schneidende oder eine

zu ihr parallele, oder eine nichtschneidende Gerade ist.

1) Schneidet die Gerade die z-Axe im Punkte A, soist OA = [, MAX = «

gesetzt, fiir jeden Punkt M = (z, y)

Yy . T
tan = = sin
k k

welche Gleichung sich auf die Form bringen lésst

tan o,

tan Y cos x + nsin <
Z=m —+n -,
k k k
wo m und n Constante sind.

2) Ist die Gerade parallel zur (positiven) xz-Axe, so ist

Y Yo _=
tan - =tan—e ¥,
k k
wo 1o die Ordinate im Anfange bedeutet.
3) Fiir eine die 2-Axe Nichtschneidende erhélt man
Yy p x—l

tan = = tan —
an - = tan . cos ——,

wo fiir x = [ die Ordinate y = p ein Minimum ist.

74.

Zur FErlauterung der Untersuchungen im dritten Buche sollen die Glei-
chung der Geraden und ihre Eigenschaften auch aus dem Ausdrucke fiir das

Linienelement hergeleitet werden.

Die Gleichung der Geraden erhilt man in diesem Falle aus ihrer Eigen-
schaft, dass sie die kiirzeste Verbindung zweier Punkte M; = (x1, y;) und
My = (x9, y2) bestimmt. Es muss daher fiir die Gerade das Integral

y2
J:/ coszalacz—l—dy2



zwischen den den Punkten M; und M, entsprechenden Grenzen ein Minimum
werden. Betrachtet man x als Function von y und setzt der Kiirze halber

dl’ / y2 2
- = 05 — ’—l—l—[/,
dy €T, C k.ﬁl?

so muss also das Integral
Y2

J:/de

1

ein Minimum werden. Die Bedingung dafiir ist

rov déa:

oder
Y2

Y2
ov ov
8_375I} /dy(@ >5xdy—0

v Y1
also, wegen dx; = dxy = 0,
d (OVY 0
dy \oz' )]
oder
v
ox'

. s . ov .
wo (' eine willkiirliche Constante bedeutet. Entwickelt man 9 so erhélt
man ) t

T C0S y—
k C-
e

mithin

Cd
dr = yg
cos%\/cos%—CQ



oder p
oL
Setzt man
tan% =z,
so wird
kC dz
dr =
V1—02 4 (222

Integrirt man, so wird

2
x+ D = klog (C’tau%+\/1—6'2+02tan%>,

wo D eine willkiirliche Constante bedeutet. Daraus folgt, wenn

1

1—E:ab

:(Z,

Q| S

gesetzt wird und die Wurzel absolut genommen wird

z Yy y?
E=tan < +4/tan == — ab 1
ae ank an 2 a )

Schafft man die Wurzel weg, so erhélt man

2tan% = aek + be k. 2)

Anmerkung. Fiir sehr grosse Werthe von k folgt aus der Gleichung 2)
y=c+dx,

WO

a—i—b:%, a—b=2d

ist.



75.

Aus der Gleichung 1) des vorigen Art. folgt: Damit e reell ist, muss die

Bedingung erfiillet werden
2
tan % —ab > 0.

1) Sind a und b verschieden bezeichnet, so ist e’ immer reell; damit jedoch
x reell ist, muss e* positiv sein.
Ist a positiv, so ist fiir das obere Zeichen z reell; ist a negativ, so ist fiir

das untere Zeichen x reell.
Fiir y = 0, erhdlt man
b

=8

(&
a

Die Gerade schneidet daher die xz-Axe.
Die Gleichung der Geraden lésst sich in diesem Falle umformen in

tany 5inx !
- =m
k E
indem man
a—b cosl —a+b 5inl
= m — = — -
k’ 2 k

2
setzt. Ist a der Neigungswinkel der Geraden zur z-Axe; [ die Abscisse des

Durchschnittspunktes, so ist

! l
a=tanae ¥, b= —tanaek.
Setzt man y = 400, so wird
x—1 1
sin =+—;
k m

die diesen beiden Werthen von x entsprechenden Ordinaten sind zur Geraden

parallel.
2) Sind a und b gleich bezeichnet und zwar positiv, so ist fiir ein positives

y der Ausdruck e# reell, wenn
tan% > Vab,



d. h. wenn y = ), ist, wo

tan% = \/%.

Fiir jeden Werth von y, welcher dieser Bedingung entspricht, sind beide
Werthe von e positiv, d. h. jedem (positiven) y entsprechen zwei zugehorige
Werthe von z. Ist £ die Mitte der beiden Werthe von x, welche mit z; und
x5 bezeichnet werden sollen, also 26 = x1 + x4, so folgt aus der Gleichung der

Geraden

Ttz b £ b
e k& = — oder ex =4/—,
a a

welcher Werth von y unabhéngig ist.
Die Gleichung der Geraden lésst sich umformen in

2tang=\/% ge%%—\/ée_ ,
k V b a

z Yo r—§
tanE = tan?cos T
Da cosu immer positiv und grosser als Eins ist, so ist y > o, d. h. fiir
x = & ist y = yo ein Minimum.
Setzt man y = oo, so wird

8

d. h. in

r—¢§ Yo
= cot —,
k k
aus welcher Gleichung zwei Werthe von z — £ erhalten werden: ist 2’ der eine
Werth, so ist —a’ der andere.

3) Ist eine der Zahlen a oder b gleich Null, so erhilt man resp.

cos

2tang = be* oder Qtang = aek.
k k
Die erste Gerade ist parallel der positiven, die zweite parallel der negativen
x-Axe. Ist yo der Werth von y fiir x = 0, so erhélt man als Gleichung der
Geraden
Y Yo Yo

_z Yy z
tan = = tan =—e~ * oder tan = = tan =—e*.
. ke oder i ke

Zusatz. Aus der Gleichung 2) erhellet unmittelbar, dass eine Vertau-
schung der Zeichen von a und b in die entgegengesetzten die Ordinate +y in
—y verwandelt.



76.

1) Der Winkel, welchen eine Gerade mit der durch einen ihrer Punkte zur
x-Axe gezogenen Linien gleichen Abstandes bildet, ist bestimmt durch

d x x
tan ¢ = ?y/ = % (aeE — be_E) cos 7.
k
cos =dx
k
2) Schneiden sich die beiden Geraden
Yy z _=z
2tanE = aek +be F
2tan% =der +bek
im Punkte (21, y1), so erhélt man
b —b Y1 abl — a'b

1
ekt =\ ——, 2tan— =

a—a’ ko (a—a) —b)

Damit x; und y; reell sind, miissen die Differenzen a — a’ und b — b’ entge-
gengesetzt bezeichnet sein.
3) Ist 1) der Neigungswinkel der beiden Geraden, so ist

ZD:SO_SO/a

wo die Werthe von ¢ und ¢’ fiir den Durchschnittspunkt (x1, y;) zu nehmen
sind. Damit erh&lt man

Vala—a') (b —b) — (abl — a'b)?
ab + a'b — 2 '

tany =

Entfernung zweier Punkte.

77.

Analog der Aufstellung der Gleichung der Geraden kann die Distanz d
zweier Punkte My = (z1, y1) und My = (x9, yo) auf zweifache Art bestimmt
werden. Zieht man (wie in der gewohnlichen Geometrie) vom Punkte M; die



Gerade MlQ L PQMQ, wobei OPl = T, PlMl = Y1, OP2 = T2, PQMQ = Y2
vorausgesetzt wird, so ist

d B M@ QM,
cos T cos 2 cos 2
MiQ | xo—x1 PQ
tan A tan 3 ()] 3
PRQ oy 1
tan 2 = tan 2 1 C0S 3

QMy = P,My — PQ.
Aus diesen Gleichungen folgt

d Yo n To — X1 . Y2 W
05 — = €05 — €05 — C0S — s5m — s —.
c k c I c I c B in A in ’

78.

Fiir die zweite Methode verfahrt man so: Setzt man in

y?
ds = dy 1/ cos ?x’Q +1

fiir 2 den Werth aus der Differentialgleichung der Geraden
C

2 b
cos%\/cos%—C’Q

oS Yy dy

ds — Kk =
[ 2 o
Coﬁz—

/
Tr =

so erhalt man

oder

wenn

gesetzt wird.



Daraus folgt durch Integration fiir die von einem beliebigen Punkt der
Geraden (als Anfang) gezéhlte Entfernung des Punktes (z, y) der Geraden

sE Y y?
ek =sin=+1/cos > — C?
k k

wo E eine willkiirliche Constante bedeutet.
Aus der Gleichung der Geraden folgt

2
\/cos%—(JQ:Cacos% ek —(Jsin%;

damit erhalt man

7 =Ca cos% ek + (1— C)sin% =CZ,

WO y y
Z =acos > ek 1—-C)sin=.
acos e +( ) ’
Driickt man die Constante C durch die Constanten a und b aus und
bezieht den Factor C' in die Constante E ein, so erhélt man

s+FE
ek =1,

WO

Z:acos%e%+(\/1—ab—1)5in%.

Sind M; = (x1, y1) und My = (z2, y2) zwei Punkte, d = so — s1 deren
Entfernung, Z; und Z, die zugehorigen Werthe von Z, so erhélt man
P
k

e :Z

Bestimmt man aus den Gleichungen

2tan% —ae* + be F
2tan% —ae* + be~ F

k



die Constanten a und b und setzt sie in die obige Gleichung fiir die Distanz
d, so erhélt man letztere ausgedriickt durch die Coordinaten der Punkte M,
und M.

Diese Rechnung wird auf folgende Art durchgefiihrt:

tan %e‘% — tan Ee‘%
o — k k
sin 2
k
— tan @e% + tan ﬂe%
b— k k
sin T2~
k
. T2 — I Y2 Y1 Y2 - Y2
sin V4 :—cos—tan—+5m—c05—i5m—
Eo? k k k k k
. L2 — T Y1 Y2 Y1 T2 — I Y1
sin 71 = ¢0s = tan == — sin == cos +sin =N
P! k k k k ko
. To — ?JQ y1 Y2 U1 To — T
N = 14/sin tan == + tan == — 2 tan == tan = cos
k: S tan 2+ tan g K

wobei das obere oder untere Zeichen zu nehmen ist, je nachdem zy — x;
positiv oder negativ ist.
Die Grosse N lédsst sich umformen in

Y2 n
€05 == €05 =—
k k
Y2 n — X Yo Y1 LU
= €05 —— 05 — cos —sin=——sin>— | —1=sin—,
wo der Kiirze halber
Uu Y2 U1 T2 — X1 Y2 n
€05 — = C0§ == C0§ — C0§ —————— — §in == §5in —
k k k k k k

gesetzt wird.



Daraus folgt

. Y2 w .
o 5mzek—5mz
sin =
k cosg cosﬂ
k k
. Y2 Y1
oy — 3y 5mz—5m?e k
sin 71 =
k cos%ws@
k k
also y
sin 2 ek —gin 2
sin?2 —gin Lok 7
k k
d. h. d = u oder
d Yo n To — X1 . Y2
€05 — = €05 == C0S = C0S — sin == sin =—.
k k k k k k

Anmerkung. Fiir sehr grosse Werthe von k folgt aus der obigen Formel der
Distanz die Gleichung

d? = (2 — 551)2 + (y2 — y1)2~

Kreis und Kriimmung.

79.

Betrachtet man in dem Ausdrucke fiir die Entfernung zweier Punkte M,
und M, einen der beiden Punkte, etwa den Punkt M, als fest und bestimmt
alle Punkte M,, deren Entfernung d von M; constant = r ist, so erhélt man
die Gleichung des Kreises, dessen Mittelpunkt der Punkt M; und dessen
Radius = r ist.

Fir M, = («a, §), My = (x, y), erhélt man als Kreisgleichung

cos - = cosycosﬁ cos =& —5ingsiné.
k k k k k k

1) Ist B =0, « = r, so ist der Coordinaten-Anfangspunkt ein Punkt der

Kreislinie, die Gleichung wird

r y T—r
€05 — = €05 — C0§
k k k



Fiir » = oo, geht die Kreislinie in die Grenzlinie iiber, deren Gleichung

also y
(s —ce
k

=8

ist. Vergl. Art. 72.
2) Setzt man [ = gki, so erhilt man als Kreisgleichung

r .Y
c0s — = 7 5in =
k k’

welcher Gleichung geniigt wird, wenn
T
=a+ —ki
r=a-+ 5 )
gesetzt wird, woraus dann folgt
y=a

d. h. man kann die »Linien gleichen Abstandes< als Kreise betrachten, deren
Radius die Form a + Ly hat, wo a den constanten Abstand bezeichnet. Fiir
a = 0 geht die Linie gleichen Abstandes in eine Gerade iiber; man kann
daher letztere als eine Kreislinie vom Radius —ki betrachten, der zugehorige
Umfang wird nach Art. 60 gleich 27ki.

Durch Umdrehung der Kreislinie um einen Durchmesser erhéilt man: Die
Fliche gleichen Abstandes kann man als eine Kugelfliche vom Radius a+ gkzz

betrachten, u. s. w.
Zusatz. Ist AB = 2a eine Sehne, O der Mittelpunkt des Kreises, Win-
kel OAB = w, so ist

tan a tan !
- = — COSW
k k ’

durch dieselbe Gleichung ist auch der Radius a des Schnittes einer Ebene
mit einer Kugelflache bestimmt, der durch eine Tangente eines Hauptkreises
gelegt wird, und der mit der Ebene des letzteren den spitzen Winkel w bildet.

T
Setzt man r = h + —ki, so wird

a h
tan — = cot — cosw.

k k



h L .
Fiir w > wy, wo coswy = tan T gesetzt wird, ist a reell*; fiir w = wy, wird

a = o0, d. h. die Schnittebene ist zur Grundflache parallel (vergl. Art. 58)
und die Schnittlinie ist eine Grenzlinie.
Fiir w < wyp, wird a complex. Setzt man

T
=h' + =ki
a + 5 7,
so wird
! h
cotE = cotEcosw.

Von w = wy bis w = 0 nimmt A’ von oo bis h ab.

80.

Es seien M und M’ zwei Punkte einer Kreislinie,
MT und M'T" ihre zugehorigen Tangenten, welche sich Fig. 55.
im Punkte N schneiden. Der Winkel T'NT” ist die Aen-
derung der Lage der Tangente MT', wenn sie nach M'T’
bewegt wird: dieser Winkel ist die Kriimmung des Bo- N
gens M M’. Setzt man

TNT =7 —2MNO =2a, MN =t, NO = p,
so ist

t
tcmE = tan%cosMNO = tan%sina,

oder )
sin «v p
= cot—.
k

tan t
k

Sind die Punkte M und M’ unendlich nahe, so ist MM’ = ds = 2M N =
2t, p = r, woraus fiir das Mass der Kriimmung des Kreises folgt

1 otr
m = — cot —.
k k

*Die Bestimmung der reellen Kreisschnitte kann auch direct aus Art. 75 und 76 erhalten
werden.



1) Ist r endlich, so ist cot% >1,alsom>1:k.

2) Fir r = oo, folgt m = 1 : k; d. h. das Mass der Kriimmung der
Grenzlinie ist =1 : k.
3) Setzt man m < 1 : k voraus, so folgt
2r 1 + km

T _ _
¢ 1—km Hs

woraus

k
r:§log,u+gkz'

k
erhalten wird. Setzt man 5 log 1 = a, so folgt

tan
m =, tan_.

Die Linien gleichen Abstandes sind daher Kreislinien mit der Kriimmung
< 1:k, die Gerade selbst besitzt die Kriimmung »Null<.

Die Kreislinie (sammt Grenzlinie), die Linie gleichen Abstandes und die
Gerade sind in der Geometrie die einzigen an allen Stellen gleichartigen (d. i.
aus congruenten Stiicken zusammengesetzten) ebenen Linien; durch diese
kann die Kriimmung einer beliebigen stetigen Linie bestimmt werden. Aus
dem Vorhergehenden erhellt, dass jedes unendlich kleine Stiick einer krum-
men Linie mit einem Kreisbogen zusammenfillt, welcher entweder zu einem
wirklichen Kreise oder zu einer Linie gleichen Abstandes gehort, je nachdem
das Kriimmungsmass grosser oder kleiner als 1 : k ist.

Punkt und Linien-Element im Raume.

81.

Um die Lage eines Punktes im Raume zu bestimmen, denke man sich eine
bestimmte Ebene als Grundeben e, in dieser eine bestimmte Gerade als
A x e und in letzterer einen bestimmten Punkt als Anfang.

Von dem zu bestimmenden Punkt M ziehe man eine Senkrechte M P = z
auf die Grundebene, welche positiv genommen wird auf der einen Seite der
Grundebene, negativ auf der entgegengesetzten. In der Grundebene werden
die Coordinaten x, y des Punktes P nach Art. 71 bestimmt. Die Grossen =z,
y, 2 heissen die Coordinaten des Punktes M.



Ist M' = (2/,y/,2') ein zweiter Punkt, so lege man durch den Punkt M
eine Flache gleichen Abstandes = z zur Grundebene, welche der Senkrechten
M'P" =z im Punkte N begegnet; dabei ist nach Art. 59 der Bogen

MN = cos %PP’.
Sind M und M’ zwei unendlich nahe Punkte, ds deren Entfernung, so ist
ds* = MN" + M'N".
ds* = cos %WQ +d2
Nach Art. 71 ist )
PP’ = cos %daﬂ + dy?,

also
2 2

2
ds? = cos % cos %dﬁ + cos %dyQ +d2

Sind die Gleichungen einer Linie gegeben, so erhélt man durch Integration
die Lénge des Bogens zwischen zwei Punkten.

Gerade und Ebene.

82.

Die Gleichungen der Geraden konnen vermittelst der Variationsrechnung
aus der Bedingung der kiirzesten Entfernung zweier Punkte erhalten wer-
den. Bequemer erhélt man jedoch dieselben mit Zuziehung der Resultate der
Art. 74 und 77.

Man kann ndmlich die Gerade MM’ durch die Gleichung der Geraden
PP’ in der Grundebene (d. i. ihrer Projection) und durch die Gleichung der
Geraden M M’ auf die Gerade PP’ bezogen bestimmen.

1) Die Gleichung der Geraden PP’ sei

2tan% = aek + be k.

2) Ist u die Entfernung des Punktes P von irgend einem festen Punkte A
der Geraden PP’ als Anfang, so ist die Gleichung der Geraden M M’ fiir die
Axe PP’

2tan% = cer 4+ de F,



wo ¢ und d Constante sind.
Setzt man in diese Gleichung fiir u seinen Werth nach Art. 77

u= K+ klog Z,
so erhélt man die Gleichung der Geraden MM’ fiir die Axe PP’ in den

Coordinaten z, y, z gegeben; die Constanten e* und e * konnen in die
Constanten ¢ und d einbezogen werden.

Die vier Constanten a, b, ¢, d konnen durch Bedingungen, welchen die
Gerade M M’ unterworfen ist, bestimmt werden.

In d&hnlicher Weise kann die Entfernung zweier Punkte bestimmt werden.
Man erhélt durch zweimalige Anwendung der Formel des Art. 77

d 29 21 ! L2y .o

€0S — = €05 — €05 — C0S — — Sin — §in —
k k k k k k

cosi/ = cos% cosﬁ cos 2 7N —5in&5m&
k k k k k k’

dabei bedeutet d’ die Projection der Strecke d auf die zy-Ebene.
Fiir die Entfernung r des Punkts M = (z,y, z) vom Anfang O erhélt man

r x Y z
€0§ — = €0§ — 0S5 — CO§ —.
k k k k

83.

Es seien p = OP und r = OM zwei vom Coordinaten-Anfang O gezogene
Strecken, dabei werde p so gewéhlt, dass das Dreieck OM P bei P rechtwinklig
ist. Setzt man P = (a,b,¢), M = (z,y,2), PM = d, so ist

cos - = cos ¥ cos
ko k k

Driickt man nach dem vorigen Artikel die Gréssen 7, p, d durch die Coor-
dinaten der Punkte M und P aus, so erhélt man

tan > tan ¥
p2_ a T ank ank
tan — = tan — tan — + a T
k k k 05 — 05 —
k k
1)
’ccmE ‘comE
+ k ) k

a b T Yy
— —_ €05 —CO0Ss —
co0s 2 cos 2 k L



Man ziehe im Punkte O eine Gerade ZZ' senkrecht auf die zy-Ebene und
lege durch ZZ' eine Ebene senkrecht auf die x-Axe, welche die xy-Ebene in
der Geraden YY" schneidet. Die drei durch den Punkt M auf den Axen X X’,
YY' ZZ' senkrechten Ebenen bestimmen drei von O aus gezihlte Strecken
x', Yy, 2. Bezeichnet man mit (r,z) den Winkel der Geraden OM und OX,

So 1ist ,

tan = = tan - (r,z)
— = tan —cos(r, ) u. s. w.
k k ’

Beriicksichtigt man die Gleichungen

/ /

x x z z x Yy
r =1, tan 7 = tan — cos —, tan — = tan — c0s — co0s >
k k k k k k k

und die analogen fir (a/,¥, ¢), so erhdlt man

cos(p,r) = cos(p, x) cos(r, ) + cos(p, y) cos(r, y)
+ cos(p, z) cos(r, z).

Sind a, b, ¢ also auch p Constante, so stellt die Gleichung 1) die Gleichung
der Ebene dar.

Andere Coordinaten-Systeme.

84.

Die in den vorhergehenden Untersuchungen vorausgesetzten Coordinaten
entsprechen der gewohnlichen graphischen Darstellung der Functionswerthe;
es mogen daher noch andere Coordinaten in Kiirze erwéhnt werden.

Statt durch die Absténde OP = z, PM = y den Punkt M einer Ebene
zu bestimmen, kann man letztere als den Durchschnittspunkt der beiden
Senkrechten auf zwei unter einem rechten Winkel sich schneidende Axen
betrachten und die Abschnitte OP = 2/, OQ = y' oder noch zweckméssiger
die hyperbolischen Tangenten der Verhiltnisse dieser Abschnitte zu k als
Coordinaten &, n wahlen*, so dass

/ /

T Yy
= tan — = tan =—.
13 ank,n cmk

*Escherich,die Geometrie auf den Flichen constanter negativer Kriimmung. Sitzb.
der kais. Akad. der Wissensch. Bd. LXIX.



Sind ¢ und 7 zugleich < 1, so wird ein reeller Punkt, ist eine oder jede
Coordinate > 1, so wird ein idealer Punkt dargestellt.

Bezeichnet man mit ¢ den Winkel M OX und setzt OM = r, tan% = p,
S0 1ist
§ = pcosp, n = psing;
d. i. die Transformation in Polarcoordinaten.

Die Transformation in Coordinaten des urspriinglichen Systems ist gege-
ben durch

y y
=2/, tan = = tan Z- cos —.
ey Kk

Die Gleichung der Geraden wird
n=aé+b.
Der Ausdruck fiir das Linien-Element nimmt die Form an
ds* = Eda™ + 2F do'dy’ + G dy',

wo F' von Null verschieden ist, da der Winkel PM (@) spitz ist.

Fiir rdumliche Figuren betrachte man die im vorigen Artikel mit z’, v/,
z' bezeichneten Abschnitte auf den Axen X X', YY' ZZ' als Coordinaten.
Statt dieser Grossen kann man die Functionen &, ), ¢, wo

/ !/

x Y z
& ank,n ank,g“ cmk

ist, einfithren. Dadurch wird z. B. die Gleichung der Ebene
A+ Bn+C(=D.

In gleicher Weise gehen die Gleichungen der Geraden in zwei lineare Glei-
chungen zwischen den Functionen &, n, ¢ iiber.

85.

Nimmt man in einer Ebene eine Grenzlinie zur z-Axe und in dieser einen
bestimmten Punkt O als Anfang, so kann der Punkt M auf die folgende Art
bestimmt werden.* Man ziehe vom Punkte M eine Axe, welche die Grenz-
linie im Punkte P schneidet. Das Stiick OP der Grenzlinie und die Strecke

*Flye St-Marie, Etudes analytiques sur la théorie des paralleles. Paris, 1871.



PM der Axe — diese Grossen sammt Vorzeichen genommen — kénnen als
Coordinaten x, y des Punktes M betrachtet werden.

Die beziiglichen Transformationsformeln lassen sich ohne Schwierigkeit
entwickeln, fiir den Ausdruck des Linien-Elementes erhilt man

ds? = et da? + dy?,

woraus ganz analog wie im Art. 74 die Gleichung der Geraden und die Ent-
fernung zweier Punkte gefunden wird.

Fiir rdumliche Gebilde nimmt man eine Grenzfliche als zy-Fldche und
zieht durch den zu bestimmenden Punkt M eine Axe der Grenzflache, welche
von letzterer im Punkte P geschnitten wird. Die rechtwinkligen Coordinaten
x, y des Punktes P auf der Grenzfliche — fiir welche die gewthnliche Geome-
trie gilt — und die Strecke PM (sammt Vorzeichen) dienen als Coordinaten
x, y, z des Punktes M.

Ist M’ ein zu M unendlich naher Punkt, so ist

PP” = dz? + dy?,
ds® = e* (dx2 + dy2) + d2*.

Flachenbestimmung ebener Figuren.

86.

Die Bestimmung der Fldche einer ebenen Figur wird durch Zerlegung
der gegebenen Fléiche in unendlich kleine Elemente, auf welche man also die
gewOhnliche Geometrie anwenden kann, durchgefiihrt.

Um die Flédche z einer ebenen Figur, begrenzt von zwei Ordinaten einer
krummen Linie, dem Bogen derselben und der Abscissenaxe zu bestimmen,
zerlege man die Flidche zwischen zwei unendlich nahen Ordinaten M P und
M'P" (Figur des Art. 71) durch unendlich nahe Linien gleichen Abstandes
mit der Axe XX’ in rechteckige Elemente. Ist h der Abstand einer dieser
Linien, dh die Entfernung je zweier Linien gleichen Abstandes, so ist die
Fléche des zugehorigen Elementes

d’z = cos %dx dh.



Daraus folgt fiir die Grosse dz des Streifens zwischen den beiden Ordina-
ten M P und M'P’, indem man von h = 0 bis h = y integrirt,

dz = ksin % dz.

1) Fiir die Linie gleichen Abstandes ist

y = p = Const.,
also »
z = kx sin—.
k
2) Fir
Y Yo z
tan = = tan — cos —,
k k k
ist
kE*m du
dz = ,
V1 —m2 — m2u?
Yo . X .
wo tan =™ sin = gesetzt ist. Daraus folgt
. .. T . Yo
2 = k? arcsin <5m —s5in —> )
k k

Das Doppelte dieser Fliche ist gleich der Flache des Rechteck-Analogon,
dessen Basis = 2z und dessen mittlere (d. i. kleinste) Hohe = yjq ist.
3) Fir die Grenzflache ist

cos%:ef,
[ ou 2d
also dz =k e%—ldxszu Y
1+ u?

2
w=er —1

.Y Y
= k2 <5m— — arctan sin —> .
zZ kj I 1l k



87.

Kreisfliche. Die Fliche eines Kreises kann durch concentrische Kreise
in unendlich schmale Ringe und jeder dieser Ringe durch unendlich nahe
Radien in unendlich kleine rechteckige Elemente zerlegt werden.

Man erhélt dadurch fiir die Flache eines Ringes vom Radius x und von
der Breite dz den Werth

Ox dx = 2mk sin % dx,

integrirt man von x = 0 bis z = r, so erhélt man die Fldche des Kreises vom

Radius r
2 k? <c05 r 1) A7k? sin r’
T ——1) =A4r —.
k 2k

Zusatz. Ist p die Lange eines Grenzbogens, dessen Sehne = r ist, so

ist nach Art. 60

g:k:cotﬂ<

r

-
— ksin —
2) sin —,

2k

also
2

r .

%a

d. h. ein Kreis auf der Grenzfliche mit dem Radius p ist flichengleich dem
ebenen Kreis, dessen Radius die Sehne r des Grenzbogens p ist.

7p? = 4drk? sin

88.

Um die Fldache zwischen den zwei Grenzbogen AB = s und A'B’ = &
und den Axenstiicken AA” = BB’ = [ zu bestimmen, theile man (wie in
Art. 56) die Strecke AA" in unendlich kleine Theile = dz und lege durch die
Theilungspunkte Grenzbogen. Ist x die Entfernung eines Grenzbogens vom
Bogen A'B’, so ist

sekdr
die zwischen den Grenzbogen, deren Absténde x und x + dz sind, enthaltene
Fléche, also das zwischen den Grenzen 0 und [ genommene Integral

i

ks'(ex —1) = sk — s’k

die Gesammtflache. Um die von einem Bogen s und den Axen der Endpunkte
bestimmte Fliche zu erhalten, setze man s = 0.



89.

Fiir die Dreiecksfldche ist die Bestimmung des constanten Ver-
héltnisses A der Flidche f eines Dreiecks zu ihrem Unterschiede u der Win-
kelsumme von 2R (vergl. Art. 38) nothig. Diese Berechnung geschieht am
einfachsten auf die folgende Art:

Setzt man in dem Ausdrucke Art. 62

(s —a) (s =)

tan - = y/tan 1> tan L tan 1 tan 1
anZ— an§E an§ 2 an§ i cm§

(s =¢)
k

die Seiten a, b, ¢ also auch s sehr klein voraus, so erhélt man

Vs(s—a)(s—b)(s—c) _f
k2 k2’

u =

also \ = k2.

Andere Methode: Man denke sich ein Dreieck ABC', wo der der Seite AB
anliegende Winkel B = R ist und der Punkt C' im Unendlichen liegt, d. h.
der Winkel C' = 0 oder AC' || BC ist. Ist AE' L AB, so ist der Winkel

FAC =2R—-A—- B =u.

Zieht man den Grenzbogen AD), so ist nach Art. 60

Fig. 56.
AD = kcot II(AB) = ktanu.
E C
Die Fliache S begrenzt vom Grenzbogen AD und den
Axen AC und DC ist nach Art. 88
S=k-AD = k*tanu,
A B
mithin das Verhéltniss
S Ktanu k* tanu
ABC M N u

AD
Mit dem Verschwinden der Seite AB geht das Verhéltniss 15 also auch

die Verhéaltnisse 5 und tanu in die Einheit iiber. Es ist daher
ABC U

A= k2




also die Flédche f eines beliebigen Dreiecks, dessen Winkel A, B, C' sind,
f=Fu=k(r—A-B-C).

Zusatz. Ist das Dreieck gleichschenklig d. h. @ = b und die Basis ¢
unendlich klein, so kann man

LG p C c
s=a+-=a,s—a=s—-b==,s—c=a—=-=ua
2 ’ 2’ 2

setzen. Man erhélt damit
tan v_ tan 1e tan 14
4 g T %k
2, 1@
k“u = ck tan 5%
Damit kann die Flache des Kreissectors bestimmt werden. Zerlegt man

den Bogen [ des Sectors in unendlich kleine Stiicke ¢, so erhélt man durch
Addition der Dreiecke fiir die Fliache des Sectors

lktan%%

Vieleck. Sind A;, As, ... A, die (innern) Winkel eines hohlwinkligen
n-Eckes, so ist die Fliche

f:k:2[(n—2)7r—A1—A2——An]
Ist das Vieleck regulér, soist Aj = Ay =...= A, = A, also
f=FK(n—2)m —nA.

Fiir A} = Ay = ... = A, = 0 wird die Fliiche = (n—2)mk? ein Maximum.

Anwendungen: 1) Zufolge der im Art. 70 enthaltenen Aufgaben ist
die Construction eines reguliren Vierecks moglich, dessen Fliche = 7k? d. i.
gleich der grossten Dreiecksfliache ist.

Es werde in dem bei C' rechtwinkligen Dreiecke ABC' der Winkel A = %R,
B = 1R vorausgesetzt. Aus Art. 61 Gleichung 2)




folgt, indem man fiir cos %R und sin iR die Werthe

cos 3R = 3y/2und sin{R = /2 — /2

setzt,
a a 2v/2
eE—I—e_?:—\/_;
2—4/2

V241
V-

welcher Ausdruck — da nur zweite Wurzeln vorkommen — geometrisch con-
struirt werden kann. Damit erhdlt man dann (analog wie im Beispiele des
Art. 70) die Seite a.

Die Flidche des eben construirten Dreiecks ist = %7‘(‘]{?2. Durch Anlegung
eines congruenten Dreiecks A’B’C’, dessen Hypotenuse A’B’ mit der Seite
AB zusammentfillt, erhélt man ein Viereck ACBC’, in welchem drei rechte
Winkel und ein Winkel = %R sind, und aus vier solchen Vierecken kann man
ein reguléres Viereck zusammensetzen, dessen Seiten = 2a und dessen Winkel

= %R sind.

2) In ganz analoger Weise kann man ein reguldres n-Eck von der Fliche
7k? construiren, wenn n = 2V -3%-5% . 177 .. ist, wo o, 3, 7, ... = 0 oder 1
ist.

Denn aus

und daraus

EalS]

e

[ =7k? =E*(n — 2)m — nA|

folgt
2R
A=n-3)—.
(-3
Vermoge der von G auss entdeckten Kreistheilung® konnen in diesem
: . . 2R :
Falle die Functionen cos — und sin — u. s. w. durch zweite Wurzeln aus-
n n

gedriickt werden; ist x die Seite eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen ge-
: . . : R
geniiberliegender Winkel = — und dessen anliegender Winkel = (n — 3)—
n n
*Disquisitiones arithm. — Frischau f, Vorlesungen iiber Zahlentheorie. — Bach -

m an n, die Lehre von der Kreistheilung. Leipzig, 1872.



ist, so kann der Ausdruck X, wo

2R

T CcOS 7
X = cos E = ‘ R
sin(n — 3)—
n

ist, also auch e% und mithin auch z geometrisch construirt werden. Das
2n fache dieses Dreiecks ist gleich 7k?.

Unter der Voraussetzung der obigen Form fiir die Zahl n kann also die
Fliche mk? in n gleiche Theile getheilt werden. Es ist daher auch die Con-
struction eines Vielecks von der Fliche

f="rk
n

wo m beliebig und n von der obigen Form ist, moglich.
3) Bedeutet ¢ den zur Sehne r gehorigen Grenzbogen, so ist die Flache
des ebenen Kreises vom Radius r (nach Art. 87, Zusatz)

70° = wk*tan u?,
wo mit Beibehaltung der Figur des Art. 89, u = FAC und die Sehne AD = r
ist.

Da man (nach Art. 67) den Winkel u fiir jeden Werth von r durch Con-
struction erhélt, so kann man tanwu als das Verhéltniss zweier Grenzbogen
also auch tanu? geometrisch construiren. Die Fliche eines ebenen Kreises
ist daher geometrisch quadrirt vermittelst einer geradlinigen Figur (= 7k?)
und vermittelst gleichférmiger Linien derselben Art (Grenzbogen, welche
beziiglich ihrer Vergleichung sich wie Strecken verhalten). Da 7o? die Fliche
eines Kreises auf der Grenzflache ist, so ist auf dieselbe Art auch der Kreis
auf der Grenzflache quadrirt.

m
Ist tan u? eine ganze Zahl oder ein Bruch —, wo der Nenner n die erwiihnte
n

Gauss’sche Form hat, so kann man nach dem Vorigen ein (ebenes) Vieleck
construiren, dessen Fliche der Fliche des Kreises gleich ist.



Flachenbestimmung rdumlicher Figuren.

91.

Um das constante Verhéltniss einer Fléache gleichen Abstandes = h zur
zugehorigen Fliche ihrer Grund-Ebene zu bestimmen, grenze man auf letz-
terer ein unendlich kleines Rechteck mit den Seiten a und b ab.

Die zugehorigen Seiten a’ und ¢’ des Flachenelements der Fliache gleichen
Abstandes sind durch

das Flachenelement also durch
h2

/b/: b -
a aob cos 2

bestimmt.

92.

Die krumme Oberfliche z, welche von dem Stiick ¢ einer Linie gleichen
Abstandes = h durch Umdrehung um ihre Gerade erzeugt wird, ist

z2=0h-q
2h

h h
—9 in— . A in
z Tk sin - pcos A mkp sin =

wo p das dem Bogen ¢ entsprechende Stiick der Geraden ist.

93.

Kugelabschnitt. Essei A der Pol des Kugelabschnittes, AOB = ¢ der
halbe Mittelpunktswinkel, p der Umfang des grossten Kreises. Ist BC' L OA,
so ist

OBC = psin .



Ist x die Léange des Kreisbogens AB, so ist Fig. 57.
Tip=@:2m,
also
de = 2 dy.
27

Die Fldache dz der durch das Bogenelement dx be-
stimmten Kugelzone ist

dz = OBC’dxszingp-%dgp,
T

oder
2

dz = 2 gin pdep.
2m

Das Integral von 0 bis ¢ giebt die krumme Fléche des Kugelabschnittes

2
p

=2 - .

z 27r< cos )

Fiir ¢ = 7 erhélt man die gesammte Kugelfliche

Daraus folgt (nach Art. 44) fiir die Fléache eines sphérischen Dreiecks

f—ﬁ(A +B+C—n).

Zusatz. Der Ausdruck fiir die krumme Flache eines Kugelabschnittes
ldsst sich auf folgende Art umformen: Durch den Umfang des grossten Kreises
der Zeichnung denke man sich eine Grenzfliche gelegt, welche von den durch
die Radien OA und OB auf die Ebene des Kreises senkrechten Ebenen in
den Grenzbogen O'A und O’ B geschnitten wird. Zieht man den Grenzbogen
BD 1 AQO', so erhilt man ein Grenzdreieck BO'D, in welchem

Winkel O = ¢, p=210'B,

| oD
also OB = COs (p,
AD  27AD
1 —cosp= =

OB  p



und
2=AD -p=7mAD - AA

ist, wo AA" den Grenzbogen AO'A’ bedeutet. Ist AB der Grenzbogen zwi-
schen den Punkten A und B*, so ist

AB’ = AD . AA,

also L
z=mAB".
Durch Anwendung des Zusatzes des Art. 87 folgt: Die krumme Fliche
eines Kugelabschnittes ist gleich der Fliche eines (ebenen) Kreises, dessen

Radius gleich der Strecke zwischen dem Pol und einem Punkte des Umfanges
des Schnittkreises ist.

Inhaltsbestimmung.

94.

Der Inhalt des Korpers, begrenzt von einer ebenen Figur als Grundfliache,
wird dadurch bestimmt, dass man durch Flachen gleichen Abstandes zur
Basis den Korper in Elemente zerlegt. Ist y der Abstand, p der der Fléche
zugehorige Theil der Grundebene, so ist das Korperelement

2
dv = pcos y—dy
k
Driickt man p durch y aus, so erhélt man durch Integration den Inhalt des
Korpers.
Ist p = Const., so gibt das Integral von 0 bis h

h
v = tkpsin 2% + 3ph

den Inhalt des Analogon des geraden Prismas der gewohnlichen Geometrie,

wo p die Basis und h die Hohe bedeutet.

*Dieser Grenzbogen ist in der Figur nicht gezeichnet, derselbe ist von dem Kreisbogen
AB verschieden.



95.

In dhnlicher Weise wird der Inhalt der Pyramide be-
stimmt. Es sei SABC die gegebene Pyramide, wobei Fig. 58.
SA 1 ABC vorausgesetzt wird. Zerschneidet man die
Pyramide durch Fldchen gleichen Abstandes A’B’'C’ in
Elemente, so ist

dv=A'B'C'dy
das Element des Inhaltes. Ist B;C} die Projection der A1 B’
Linie B'C" auf die Basis, so ist

2

dv = ABlCl cos % dy A B,

Setzt man SA = h, AB =0, AC =c¢, AB; = x, AC] = u, so kann man mit

Zuziehung der Gleichungen

B

tany 5inb_x 5inc_u
k _ k__ _ k
h b .

tan T sin % sm 7

die Fliche AB;C} durch y ausdriicken. Das Integral von 0 bis h gibt den
Inhalt der Pyramide.

96.

Auf dieselbe Art wird der Inhalt des geraden Kegels bestimmt. Im recht-
winkligen Dreiecke SAO stelle SO = h die Hohe, AO = r den Radius der
Basis und SA = s die Seite des Kegels dar. Ist M ein Punkt der Seite SA,
MP 1 AO, so ist p gleich der Kreisfliche mit dem Radius OP = r —u, wenn
AP = u gesetzt wird. Daraus folgt

2 2

Lr—=u Y
dv = 4rk? “—d
v mk* sin T €oS ? Y,
dabei ist
‘ccmﬁ
tang: fﬁing:msing.
k sin k k



Driickt man die Grésse u durch y aus, so erhélt man

dvv 7 y\/ ) ) -y dy
271_]{:2 = COﬁ% co0s E m* + (m + 1)5111? E
Ty ydy < y)

—sin —sin = == —=(1 2= )
sin k; sin - oS ey 2 + cos A dy

Das Integral von 0 bis h gibt fiir den Inhalt

h
v = 7k’ (stanEcotz —h) )

97.

Den Inhalt des Rotationskorpers des Art. 92 erhélt man auf die folgen-
de Art: Man zerlege die Flidche, begrenzt von den Linien p und ¢ und den
Ordinaten der Endpunkte, durch Linien gleichen Abstandes in Elemente, so
bestimmen bei der Umdrehung je zwei auf einander folgende Linien einen
ringférmigen Korper. Durch Ebenen, welche auf der Strecke p der Umdre-
hungsaxe senkrecht sind, wird jeder Ring in Korperelemente zerlegt. Ist x der
Abstand einer Linie p’ gleichen Abstandes von der Axe p, sind dp und dp’ die
Stiicke der Geraden p und der Abstandslinie p’ zwischen je zwei senkrechten
Ebenen, so ist der Inhalt dv des Korperelements

dv =0 xzdxdp = 7k sin 2% dz dp,
also der Inhalt eines Ringes (indem man nach p integrirt)

x
= mkpsin2—,
TRD ]{,‘

und die Summe der Ringe (indem man von 0 bis A integrirt)
) 2
= mk“psin —.
v=mkpsin—
98.

Die Kugel zerlege man durch concentrische Kugelfldchen in Elemente. Ist
x der Radius einer Kugelfliche, dx die Entfernung je zweier Kugelfldchen, so
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ist der Inhalt des Elementes enthalten zwischen diesen beiden Kugelflachen
(nach Art. 93)

72
fdx = 4nk? sin - dx
also der Inhalt der Kugel

v = 7k? sin 2% — 2nk?r,

wo r der Radius ist.



Drittes Buch.

Endlicher Raum und absolute Geometrie.

Absolute Sphirik.

99.

Fiir das leichtere Verstdndniss der spéter behandelten Planimetrie des
endlichen Raumes moge die nachstehende Darstellung der Sétze der Sphérik
ohne Beniitzung des Mittelpunktes der Kugel vorausgeschickt werden.

Die Kugelfliche (Sphére) ist eine endliche, unbegrenzte, an allen Stellen
gleichartige d. i. aus congruenten Theilen zusammengesetzte Flache. Durch
zwei beliebige Punkte derselben ist im Allgemeinen eine grosste Kreislinie
(Hauptkreis) moglich, welcher eine unbegrenzte an allen Stellen gleichartige
Linie ist, so dass die beiden Theile der Kugelfliche zu den beiden entge-
gengesetzten Seiten des Hauptkreises vollkommen gleichartig sind, d. h. zur
Deckung gebracht werden koénnen.

Jede grosste Kreislinie theilt die Sphére in zwei congruente Stiicke, alle
grossten Kreislinien sind daher congruent und folglich von gleicher Lénge.

Schneidet eine grosste Kreislinie AA’ eine zweite BB’ in einem Punkte
M, so muss nach Art. 6 die erste die zweite mindestens nochmals in einem
Punkte M’ schneiden.

Zwei beliebige grosste Kreislinien AA” und BB’ schneiden sich in zwei
Punkten M und M’, in welchen die beiden Kreislinien halbirt werden. Zwei
solche Punkte heissen Gegenpunkte.

Denn wiirde die Linie BB’ auf derselben Seite von

AA’ liegen, so miisste die halbe Sphéire und der zwi- Fig. 59
schen BB’ und AA’ liegende Theil der Sphére wieder B
gleich der halben Sphére sein. Y

Nimmt man von den halben Sphéren auf der einen A4 A’

Seite von AA’ und BB’ den ihnen gemeinsamen zwi-
schen den MBM' und MAM' liegenden Theil der p7
Sphére weg, so erhilt man die Gleichheit der zwischen
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den Linien MA'M" und MBM', MAM' und M B’'M’ liegenden Theile der
Sphére, woraus folgt, dass die Durchschnittspunkte M und M’ zwei Gegen-
punkte sind.

Der zwischen zwei in Gegenpunkten sich schneidenden halben grossten
Kreislinien enthaltene Theil der Sphére heisst ein (sphérisches) Zweieck.

Aus dem Vorhergehenden folgt: Durch zwei Gegenpunkte einer Sphére
sind beliebig viele grosste Kreislinien moglich. Zwei Punkte, die nicht Ge-
genpunkte sind, d. h. nicht eine durch sie gelegte grosste Kreislinie halbiren,
bestimmen eine und nur eine grosste Kreislinie. Durch jeden Punkt der
Sphére kann man beliebige grosste Kreislinien ziehen, alle diese Linien schnei-
den sich nochmals in dem zugehorigen Gegenpunkte. Um zwei Gegenpunkte
herum kann man die Sphére in eine beliebige Anzahl congruenter Theile get-
heilt voraussetzen, — dhnlich, wie die (geradlinigen) Winkel um einen Punkt
in einer Ebene unter Voraussetzung der gewohnlichen Geometrie. In diesem
Sinne kann die Flidche des Zweiecks als dessen Winkel (und umgekehrt) be-
trachtet werden.

100.

Zwei (beliebige) grosste Kreislinien theilen die Sphére in vier Zweiecke;
eine dritte grosste Kreislinie theilt jedes dieser Zweiecke in zwei (sphérische)
Dreiecke. Durch drei grosste Kreislinien wird also die Sphére in acht Dreiecke
zerlegt, von denen jedes durch drei Durchschnittspunkte und die durch sie
gelegten grossten Kreislinien bestimmt ist. Der zwischen je zweien dieser
Punkte enthaltene kleinere Theil jeder Kreislinie heisst eine Seite des
Dreiecks.

Ist ABC eines dieser Dreiecke, so heisst das durch die zugehorigen Ge-
genpunkte bestimmte Dreieck A’B’'C" das dem ersteren symmetrische.
Wegen

AB = AA'— BA'= BB'— BA' = A'B'

und der Gleichheit der Winkel eines Zweiecks in den Gegenpunkten und der
Scheitel-Zweiecke folgt, dass die beiden symmetrischen Dreiecke ABC' und
A'B'C" die entsprechenden Stiicke in derselben Ordnung einander gleich ha-
ben. Beriicksichtigt man, dass bei zwei schneidenden Linien (auf derselben
Fldche) die geschnittenen Theile der einen auf den entgegengesetzten Seiten
der anderen liegen, so folgt die Verschiedenheit des Drehungssinnes bei sym-
metrischen Dreiecken. Verschiebt man daher das Dreieck A’B’C” derart, dass
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die Seite A’B’ mit der Seite AB des Dreiecks ABC' zusammenfillt, so liegen
die Punkte C und C” auf den entgegengesetzten Seiten der Linie AB.

Ist AB = BC' d. h. das Dreieck ABC' — also auch das Dreieck A'B'C" —
gleichschenklig, so sind beide einander congruent, also C' = A; und, wegen
C = (', A= C;d h im gleichschenkligen Dreiecke sind die den gleichen
Seiten gegeniiberliegenden Winkel einander gleich.

101.

Jedes sphérische Dreieck hat einen Mittelpunkt.
Denn die senkrechten grossten Kreislinien in den Fig. 60.
Mitten D und E der Seiten BC und AC' schneiden

sich in einem Punkte O, woraus AO = CO = BO S
folgt. Verbindet man die Mitte F' der Seite AB durch E

eine grosste Kreislinie, so steht OF' senkrecht auf D
AB. Man kann daher den Punkt O auch als den A - B

Durchschnittspunkt der drei Senkrechten in den Mit-
ten der Dreiecksseiten erkléaren.

Folgerungen: a) Man kann jedes Dreieck in drei gleichschenklige
Dreiecke mit gemeinsamer Spitze und gleichen Schenkeln AO = BO = CO
zerlegen. b) Zwei symmetrische Dreiecke ABC und A’ B'C” sind flichengleich.
Man bestimme den Mittelpunkt O des Dreiecks ABC und mache auf A’'B’
das A A'B'O" 2 A ABO derart, dass der Punkt O" mit dem Punkte C” auf
derselben oder entgegengesetzten Seite von A’B’ liegt, wenn der Punkt O
mit dem Punkte C auf derselben oder entgegengesetzten Seite von AB liegt;
dann folgt (aus AC' = A’C" und A = A’), dass die Dreiecke ACO und A’C'0O’
symmetrisch sind, also (wegen AO = CO) A0’ = C'O’ d. h., dass der Punkt
O’ der Mittelpunkt des Dreiecks A’B’C” ist. Die Dreiecke OAB, OBC, OC A
sind resp. mit den Dreiecken O’A’B’, O'B'C’, O'C’ A’ congruent, also die aus
ihnen zusammengesetzten Dreiecke ABC und A’B’'C’ flichengleich.
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102.

Bestimmung der Flédche eines sphéarischen Dreiecks. Die grosste Kreislinie
durch zwei Spitzen A und B theilt die Sphére in zwei congruente Theile.
Die grossten Kreislinien durch die Punkte A und C, B und C' bestimmen
mit der ersteren auf der Halb-Sphére der Punkte A, B, C' zwei Zweiecke mit
den Winkeln A und B, welche die Fliache des Dreiecks gemeinsam haben.
Die Summe dieser beiden Zweiecke vermindert um die Fléache dieses Dreiecks
gibt die halbe Sphére vermindert um die Flache des Dreiecks A’ B'C, welches
letztere wieder gleich ist der Fléache des Zweiecks C' vermindert um das dem
Dreiecke ABC' flichengleiche Dreieck A’B’C”. Ist F' die Fliche der (ganzen)
Sphére, f die Flache des Dreiecks ABC) so ist also

A+B+C=3F+2f
f=%A+B+C—3iF).

Theilt man die Sphére in zwei Gegenpunkten in 360 Zweiecke, von denen
jedes ein Grad = 1° genannt wird, so ist

f=3(A+B+C—180°),

wo A, B, C in Graden auszudriicken sind.
Da f positiv ist so ist

A+ B+ C > 180°.

Mit dem Verschwinden von f wird die Winkelsumme des sphérischen
Dreiecks = 180° = der des geradlinigen Dreiecks in der euclidischen Geome-
trie.

Auch die Gleichungen der ssphérischen Trigonometrie< kénnen ohne
Schwierigkeit unabhéingig von jeder fremdartigen Hiilfe erhalten werden.

Planimetrie des endlichen Raumes.

103.

Unter der Voraussetzung, dass die Gerade zwar unbegrenzt aber endlich
ist, d. i. unter der Voraussetzung des endlichen aber unbegrenzten Raum-
es wird die Planimetrie mit der Sphérik identisch. Erklart man die Gerade
als eine Linie, die im Allgemeinen durch zwei Punkte bestimmt also aus
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congruenten Stiicken zusammengesetzt ist, so wird man durch fortgesetzte
Verldngerung einer Strecke wieder zu den fritheren Punkten zuriick kommen.
In gleicher Weise muss dann auch der Ebene die Eigenschaft der Endlichkeit
zugesprochen werden, weil die geradlinige Verbindung zweier Punkte einer
Ebene vollkommen in die Ebene fallt.

Die Voraussetzungen fiir die ebene Geometrie sind daher folgende:

1) Alle Geraden sind einander congruent also auch von gleicher Lénge,
etwa | = 27k,

2) Die Ebene ist aus congruenten in sich verschiebbaren Theilen zusam-
mengesetzt.

3) Durch zwei Punkte einer Ebene ist im Allgemeinen nur eine Gerade
moglich. Diese Gerade liegt mit allen ihren Punkten in der Ebene.

Aus diesen Voraussetzungen folgt unmittelbar wie in den vorigen Art.,

dass je zwei Gerade einer Ebene sich in zwei Punkten, deren Entfernung = —

ist, schneiden; ferner, dass die Ebene durch jede unbegrenzte Gerade in zwei
(congruente) Halbebenen getheilt wird, u. s. w. Man ersieht, dass man alle
Satze der Sphérik unmittelbar auf die Planimetrie iibertragen kann, indem
man grosste Kreislinie, Sphére, u. s. w. resp. durch Gerade, Ebene, u. s. w.
ersetzt. Gleiches gilt daher auch von den Winkeln, Dreiecken (bei welchen
dann ebenfalls zwischen Congruenz und Symmetrie unterschieden werden
muss), deren Flidchen und Relationen zwischen ihren Seiten und Winkeln.
Speciell erhélt man, wenn die Fliache der Halbebene = 180° gesetzt wird, fiir

die Flache f eines Dreiecks mit den Winkeln A, B, C' den Ausdruck
f=3%(A+B+C—180°).

Die Winkelsumme des geradlinigen Dreiecks ist daher grosser als 180°. In
gleicher Weise gehen die Relationen der sphérischen Trigonometrie in die
der Planimetrie iiber, indem man statt des Umfanges des grossten Kreises
die Laénge der ganzen Geraden setzt. Beriicksichtigt man ferner, dass die
Formeln der Sphérik fiir sehr kleine Verhéltnisse der Seiten einer Figur zum
Radius in die der euclidischen Planimetrie iibergehen, so folgt analog wie im
Art. 63:

1) Fiir unendlich kleine Figuren gilt die gewohnliche (euclidische) Geo-
metrie.

2) Man kann die gewohnliche (euclidische) Geometrie als speciellen Fall
der endlichen Geometrie auffassen, indem man die Linge der unbegrenz-
ten Geraden so gross annimmt, dass man fiir unsere Messungen mit den
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Néherungsformeln, die sich aus der Sphérik ergeben, ausreicht.

Absolute Geometrie.

104.

Fasst man die in den vorhergehenden Artikeln gewonnenen Resultate zu-
sammen, so ergibt sich, dass die gew6hnlichen Voraussetzungen (Axiome) der
Congruenz sowie der durch Definitionen eingefiihrten einfachsten Gebilde der
Geraden, Ebene, u. s. w. fiir den Aufbau der Geometrie nicht ausreichend
sind. Fiir die Gerade ist erforderlich, dass man ausser der gewohnlichen Er-
klarung: »sie ist eine durch zwei Punkte bestimmte Linie< noch angibt, ob
sie endlich oder unendlich ist.

Die Voraussetzung der Unendlichkeit der Geraden — also auch die der
Ebene — liefert die im Art. 63 als absolute Geometrie im Sinne Bolyais
bezeichnete allgemeine Geometrie, in der die Gerade zwei unendlich ferne
Punkte besitzt.

Die euclidische Geometrie erscheint als specieller Fall dieser Geometrie da-
durch, dass man mit voller Beibehaltung des Axioms der Geraden die beiden
unendlich fernen Punkte einer Geraden als einen einzigen Punkt betrachtet.

Die Voraussetzung der Endlichkeit der Geraden liefert eine Geometrie, in
welcher das Axiom der Geraden nicht mehr in voller Allgemeinheit erhalten
werden kann. Auch von dieser Geometrie kann man die euclidische als spe-
ciellen Fall betrachten, indem man in letzterer der Geraden zwei unendlich
ferne Punkte beilegt und das Axiom der Geraden nur fiir die im endlichen
liegenden Punkte beibehélt, wihrend man es fiir die unendlich fernen Punkte
aufgibt. Unter dieser Voraussetzung lautet die Definition der Geraden so: Die
Gerade ist eine Linie, die durch zwei im Endlichen liegende Punkte bestimmt
ist; liegen aber zwei Punkte im Unendlichen, so sind durch sie beliebig viele
Gerade moglich.

Die Geometrien des unendlichen und endlichen Baumes sammt ihrem
speciellen Fall der euclidischen Geometrie sind analytisch durch dieselben
Formeln gegeben, da ndmlich die Formeln der nichteuclidischen Geometrie
und der Sphirik (als Reprédsentant der Geometrie des endlichen Raumes)
durch Umwandlung einer Constanten k in ki in einander iibergehen. Die
euclidische Geometrie kann nun als Uebergangsfall der beiden Geometrien
betrachtet werden, indem der Uebergang der Constanten 1 : kin 1 : ki (oder
1: kiin 1 : k) durch die Null geschieht. Betrachtet man die Formeln der
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nichteuclidischen Geometrie als die Ausgangsformeln, so erscheint, falls der
Uebergang in Null aus dem Reellen d. i. aus 1 : k geschieht, die euclidische
Geometrie als specieller Fall der nichteuclidischen; geschieht hingegen dieser
Uebergang aus dem Imaginéren (d. i. aus 1 : ki), so erscheint die euclidische
Geometrie als specieller Fall der Sphérik. Je nach der einen oder anderen
Fassung wird man der Geraden resp. einen oder zwei unendlich entfernte
Punkte beilegen und das Axiom der Geraden resp. vollstdndig oder auf end-
liche Punkte beschrénkt beibehalten.

Anmerkung. Wegen der Analogie der Beziehungen der drei Formen der Geometrie
mit denen der Hyperbel, Ellipse und Parabel hat Felix Klein* die nichteuclidische,
sphérische und euclidische Geometrie resp. die hyperbolische, elliptische und parabolische
Geometrie genannt.

105.

Ungeachtet der scheinbaren Selbststéndigkeit der Geometrie des endli-
chen Raumes kann doch die Geometrie Bolyai’s und Lobatschewsky’s als der
allgemeine Fall bezeichnet werden.

Da némlich jede Wissenschaft ihren Gegenstand aus gewissen hypotheti-
schen Voraussetzungen und Gebilden aufbaut, so muss von den verschiedenen
moglichen Formen einer Wissenschaft, die den verschiedenen Voraussetzun-
gen entsprechen, diejenige die allgemeinste genannt werden, welche unter
ihren Objecten die der {ibrigen Formen enthélt.

Die auf Grundlage des unendlichen Raumes erhaltene Geometrie besitzt
unter ihren Gebilden die Sphére (und die von ihr eingeschlossene Kugel als
Theil des Raumes) mit genau denselben Eigenschaften als die selbststandige
Form des endlichen Raumes. Man kann daher die Geometrie des endlichen
Raumes als einen Theil der Untersuchungen der Geometrie des unendlichen
Raumes auffassen, d. h. letztere als die allgemeine Form betrachten.

Im Vorigen wurden in der Geometrie des endlichen Raumes nur die >Ge-
rade in der Ebene< betrachtet, wobei letztere Flache durch die im Art. 103
erwahnten Eigenschaften definirt ist. Aus diesen Eigenschaften folgt noch
nicht, dass die Ebene auch durch drei Punkte, die nicht in einer Geraden
liegen, bestimmt ist. Diese Eigenschaft setzt ndmlich die Umkehrbarkeit der
Ebene voraus, welche fiir den endlichen Raum nicht stattfindet, da eine endli-
che unbegrenzte gleichartige Flache nicht umkehrbar ist, denn sonst miissten
in einer jeden Hauptlinie die beiden inneren Seiten der Hélften zusammenfal-

*>Ueber die sogenannte nichteuclidische Geometrie.« Mathematische Annalen Bd. 4.
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len. Eine unbegrenzte und zugleich umkehrbare Flache muss daher unendlich
ferne Elemente enthalten, d. i. unendlich sein.*

Fiir die Moglichkeit von Untersuchungen »aus der Stereometrie< ist die
vorher erwdhnte Eigenschaft der Ebene unerlésslich, woraus wieder die Zweck-
losigkeit einer selbststdndigen Geometrie des endlichen Raumes hervorgeht.

Anmerkung. Ob der wirkliche d. i. Erfahrungsraum unendlich ist, ist hierdurch

keineswegs nachgewiesen; aus dem Vorhergehenden ist es jedoch vollkommen klar, dass
der ideale Raum als unendlich vorausgesetzt werden kann.

Absolute Projectivitit.

106.

Sind A und B zwei Punkte einer Geraden, so soll durch die Zusammenstel-
lung AB die zwischen den Punkten A und B enthaltene Strecke bezeichnet
werden. Dieselbe wird positiv oder negativ genommen, je nachdem der Punkt
B in der positiven oder negativen Richtung auf den Punkt A folgt.

Ist C ein Punkt der Gerade AB, so ist das Verhéltniss

. . UB
sin o sin ’

positiv, wenn der Punkt C auf der Strecke AB; negativ, wenn der Punkt C'
ausserhalb der Strecke liegt; dasselbe ist absolut grésser als Eins, wenn der
Punkt C' ndher dem Punkte B als dem Punkte A liegt. Fiir zwei fixe Punkte
A und B ist also die Lage des Punktes C' fiir einen gegebenen Werth des
Verhéltnisses eindeutig bestimmt.

Ist D ein zweiter Punkt der Geraden AB, so heisst das zusammengesetzte
Verhéltniss

. AC . AD

51117 51“7 )

BT Dstm(A, B, C, D)
511’17 51‘[17

das Doppel-Verhédltniss der vier Punkte A, B, C, D.
Ist S der Mittelpunkt eines ebenen Strahlenbiindels, sind a, b, ¢, d, ...
die zugehorigen Strahlen, (a, b) der Winkel der Strahlen a und b, so folgt

*Die Grenzfliche ist ein Beispiel einer unendlichen, gleichartigen aber nicht umkehr-
baren Fliche; es gilt also nicht der Satz »jede unendlich gleichartige Fldche ist umkehr-
bar< allgemein, sondern nur in der euclidischen Geometrie.
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aus Art. 62 fiir jede das Strahlenbiischel in den Punkten A, B, C, D, ...
schneidende Gerade

sin(A, B, C, D) =sin(a, b, ¢, d),
wobei
sin (a,c) sin (a,d)
sin (¢,b) ~ sin (d, b)
das Doppelverhéltniss der vier Strahlen a, b, ¢, d bedeutet.
Aus der Gleichheit der Doppelverhéltnisse der Strahlen eines ebenen

Strahlenbiischels mit den Punkten einer dasselbe schneidenden Transversale
folgt die Projectivitét fiir die nichteuclidische Geometrie.

sin (a, b, ¢, d) =

107.

Analoge Beziehungen finden auf der Kugelfliche statt. Unter AB kann
einer der beiden Kreisbogen, in welche eine grosste Kreislinie durch zwei
Punkte A und B getheilt wird, mit Riicksicht auf das Vorzeichen verstanden
werden. Ist & der Radius der Kugel, so ist das Doppelverhiltniss der vier
Punkte A, B, C, D einer grossten Kreislinie ausgedriickt durch

. AC . AD
' sin —  sin -
sin (A, B, C, D) = ~—CB' DB
sin ——  sin —
Wird ein sphérisches Strahlenbiischel a, b, ¢, d, ... durch eine grosste

Kreislinie in den Punkten A, B, C, D, ... geschnitten, so ist
sin (a, b, ¢, d) =sin (A, B, C, D).

Aus dieser Gleichung folgt wieder die Projectivitat auf der Kugelfliche d. i.
die Projectivitdt der Planimetrie des endlichen Raumes.
Die Projectivitét ist daher von dem Parallelenaxiom unabhéngig.”

Anmerkung. Werden die Strahlen eines ebenen Strahlenbiischels und die Durch-
schnittspunkte einer Transversalen einander entsprechend gesetzt, so findet in den drei
Geometrien folgendes statt: In der nichteuclidischen Geometrie entsprechen den (reellen)
Strahlen, welche zur Transversale Nichtschneidende sind, ideale Punkte. In der euclidischen
Geometrie entspricht jedem Strahl ein reeller Punkt, dabei wird der unendliche Punkt dem
parallelen Strahl entsprechend gesetzt. In der Sphiérik entspricht jedem Elemente des einen
Gebildes ein reelles Element des anderen Gebildes.

*Zuerst ausgesprochen von F. Klein in den math. Annalen Bd. IV, S. 623. Ueber
absolute Projectivitiat vgl. die in Art. 84 citirte Abhandlung von Escherich.
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Versinnlichung der Geometrie.

108.

Da die Bestimmung der Constanten k aus den Beobachtungen zu gesche-
hen hat, letztere aber nachweisen, dass wir fiir alle unsere Messungen diese
Constante gleich unendlich setzen konnen, so konnen die Resultate der ebe-
nen nichteuclidischen Geometrie und der sphérischen Planimetrie nicht in un-
serem Erfahrungsraume durch ebene Figuren in ihren wahren Verhéltnissen
versinnlicht werden. Diese Versinnlichung kann dagegen auf krummen FIl&-
chen, in welchen die kiirzesten Linien den in einer Ebene liegenden Geraden
entsprechen, geschehen. Fiir die ebene Geometrie des endlichen Raumes dient
die Kugelfliche und die auf ihr gezogenen kiirzesten Linien d. h. die grossten
Kreise als Versinnlichung. Alle Resultate der einen Untersuchung kénnen un-
mittelbar in entsprechende Untersuchungen des anderen Gebietes umgesetzt
werden. In gleicher Weise konnen auch die Resultate der nichteuclidischen
Geometrie auf gewissen krummen Fldachen interpretirt werden, wie dies durch
E. Beltrami’s* Untersuchung der constant negativ gekriimmten Flachen
geschehen ist.

109.

Den Ausgang dieser Arbeiten bildet die G a u s s’sche Untersuchung iiber
die Kriimmung der Flidchen und die Anwendung dieser Theorien auf die bieg-
samen Flichen.

Unter Biegung einer Fliache versteht man eine solche Aenderung der
Flédche, bei welcher die Langen aller auf ihr liegenden Linien ungeéndert blei-
ben. Ist daher auf einer biegsamen Fléche eine von kiirzesten Linien gebildete
Figur gegeben, so d&ndern sich bei der Biegung die Léngen der Seiten und die
Winkel nicht. Letztere bleiben desshalb unverdndert, weil der Winkel zweier
krummen Linien durch die im Scheitel zusammenstossenden Linienelemente
bestimmt ist und diese sowie die Verbindung ihrer Endpunkte ihre Grosse

*»>Saggio di interpretazione della Geometria non-euclidea.«< Giornale di matematiche.
Vol. VI, 1868. In’s Franzosische iibersetzt von J. Hoiiel in den >Annales de I’ Ecole Normale
supérieure< S. VI, 1869.

TG a u s s, Disquisitiones generales circa superficies curvas — Eine franzosische Ueber-
setzung mit Zusétzen gibt R o g er 1870. Die hier néthigen Sétze findet man vollsténdig in
Joachimsthals »Anwendung der Differential- und Integralrechnung etc.< Leipzig,
1872.
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nicht dndern. Man kann daher die Flachen auch riicksichtlich derjenigen Ei-
genschaften untersuchen, welche von der Biegung unabhéngig sind.

Zu diesen gehoren die auf die Kriimmung der Flachen beziiglichen, da
der Ausdruck fiir das Krimmungsmass nur vom Ausdrucke fiir das Lini-
enelement der Fliche abhédngt. Aber auch umgekehrt: Zwei Flachen, deren
Punkte in einer solchen Beziehung stehen, dass jedem Punkt der einen Fléche
ein Punkt der zweiten Fliche derart entspricht, dass je zwei entsprechende
Punkte dasselbe Kriimmungsmass besitzen, stehen im Verhéltniss der Bie-
gung zu einander.

Am deutlichsten erhellet dies aus dem Ausdrucke des Linienelements einer
Fléache

ds* = du® + m?*dv?;
hier wird ein beliebiger Punkt O der Fléche als Coordinaten-Anfang genom-
men, durch O werden auf der Flédche kiirzeste Linien u gezogen und jeder
Punkt M der Fliache ist bestimmt durch die Lidnge OM der kiirzesten Linie
u und durch den Winkel v, welchen diese Linie mit einer als erste kiirzeste
Linie gewéhlten Linie OL im Punkte O bildet. Die Grosse m erscheint als
eine Function der Variablen u und v. Jede beliebige auf der Fliche liegende
Linie wird durch eine Gleichung zwischen den Gréssen v und v ausgedriickt.
Das Mass der Kritmmung im Punkte (u, v) ist bestimmt durch

1 0*°m
H=————"
m Ou?’
dabei ist fiir v = 0 unabhéngig von v
om
=0, — =1.
" du

Wird die Flidche gebogen, so bleiben fiir den Punkt M die Grossen u und v
ungeédndert, dasselbe gilt von jedem dem Punkte M unendlich nahen Punkte
M'. Ist ds; das Element der neuen Lage von M M’, so ist

ds? = du® + m32dv* = ds®

also mqy =m, d. h. 3¢, = 2.
Umgekehrt entsprechen bei zwei Fléachen fiir dieselben Werthe von « und v
ein und derselbe Werth des Kriimmungsmasses s, so folgt aus der Gleichung
1 *m

Py —
m Ou?
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durch Integration mit Beriicksichtigung der Werthe von m und Om : du fiir
u = 0, nur ein einziger bestimmter Werth von m d. i. man erhélt fiir beide
Fléchen denselben Ausdruck des Linienelementes.

Letzteren Satz erhélt man auch auf die folgende Art*: Statt der Grossen
u und v fithre man die Variabeln z und y ein, wobei

T =ucosv, Y =usinv

ist. Dadurch geht der Ausdruck fiir das Linienelement iiber in

2

1
ds? = da® + dy* + — (m_2 — 1) (xdy — ydx)>
u? \ u
Fiir sehr kleine Werthe von u folgt

m=u+au® +bud + ...,

woraus
B 2a + 6bu + . ..

=
u+au? 4+ ...

folgt. Soll im Punkte O d. i. fiir u = 0 das Kriimmungsmass endlich sein, so
muss a = 0 sein. Es ist daher

rny = 6b.

Damit wird der Ausdruck fiir das Linienelement
ds* = da® + dy* + (—%%0 +8cu+...) A%

WO
A=zxdy—ydx
die doppelte Fliache des Dreiecks (0, 0), (dz, dy), (x, y) bedeutet.
Fiir sehr kleine Werthe von u erhélt man folgende Annéherungen
dsi? = da? + dy?
dss? = dsi? — %%0 A% u. s, w.

Der erste Ausdruck bezieht sich auf das Linienelement der Ebene, fiir
diese ist an allen Stellen s = 0.

*Nach Riemann entwickelt. Siehe die im Art. 117 citirte Abhandlung.
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Im zweiten Ausdruck ist fiir sehr kleine Werthe von x und y die Grosse
A von der zweiten Ordnung, also der Unterschied dsy? —ds;? d. i. die Abwei-
chung von der Ebenheit eine kleine Grosse der vierten Ordnung. Das Mass
der Kriimmung kann daher auch durch

3 d822 — d812

4 A2

o —

ausgedriickt werden. Besitzen daher zwei (nicht ebene) Flichen in zwei ent-
sprechenden Punkten dasselbe Kriimmungsmass kg, so konnen die an diesen
Stellen befindlichen Elemente zur Deckung gebracht werden. Unendlich klei-
ne Elemente konnen immer als eben angesehen werden.

110.

Von besonderem Interesse ist der Fall, wenn das Kriimmungsmass fiir alle
Punkte einer Fliache constant ist. Zwei Flachen constanter Kriitmmung, wel-
che dasselbe Kriimmungsmass besitzen, konnen durch Biegung zur Deckung
gebracht werden. Ist das Kriimmungsmass gleich Null, so konnen die Flachen
durch Biegung in ebene Flidchen verwandelt werden. Ein Flachenstiick von
constanter positiver Kriimmung = 1 : k ldsst sich mit einer Kugelflache, deren
Radius k ist, zur Deckung bringen, und in dieser Lage ohne weitere Biegung
beliebig verschieben. Zwei Flachenstiicke constanter negativer Krimmung
= —1 : k? lassen sich zwar durch Biegung zur Deckung bringen; allein ohne
weitere Biegung kann das erstere nicht auf dem zweiten bewegt werden. Denn
in jedem Punkte besitzen die Radien der beiden Kriimmungslinien entgegen-
gesetzte Richtung.

111.

Die Geometrie der von kiirzesten Linien gebildeten Figuren auf einer
Fléache constanter Kriimmung erhélt man am einfachsten aus den Gauss’schen
Gleichungen, welche aus dem in Art. 109 angefiihrten Ausdrucke fiir das Li-
nienelement erhalten werden. Es ist

10°m 0om dY B

ST BT
o d d d
m av u m av .
T = tan 1, E—cosﬁ, 7 = gin v



— 114 —

ist, und ¥ den Winkel der Kiirzesten s mit der Kiirzesten u bedeutet.
Ist 2¢ = 1 : k? positiv, so erhilt man durch Integration

u
m = ksin —.
k
Betrachtet man, da m nur von u abhéngt, in der Gleichung der Kiirzesten
die Grosse v also auch die Grosse ¢ als eine Function von u, so geht die
Gleichung der Kiirzesten iiber in

dm 49 dv _
du  du du
d. i. in .
~Z cot %du = cot v d},

deren Integral
sin % sin ¢y = Const.

ist. Daraus folgt fiir das Dreieck auf der Kugelflache

a b c
sin — :sin— :sin— =sin A : sin B : sin C.
k k k
In gleicher Weise erhélt man fiir die Flidchen constanter negativer Kriim-
mung gleich —1 : k? die Gleichung
sin = 5inb sin < inA:sinB :sinC
= —:s5in— =sinA:sin B :sinC,
k k k
aus welchen die iibrigen Formeln folgen. Die Formeln der Geometrie der Fi-
guren von kiirzesten Linien auf einer Fléache constanter negativer Kriimmung
—1 : k? sind daher mit denen der nichteuclidischen Geometrie identisch.*

112.

Die im vorigen Art. angefiihrte Uebereinstimmung der nichteuclidischen
Planimetrie und der Theorie der Fliachen constanter negativer Kriimmung
wurde von E. Beltramil in folgender Weise erklirt. Die Planimetrie hat

*Diese Gleichungen wurden zuerst von M. Minding (Crelle Journal, Bd. XX,
S. 325) ohne Beweis angegeben. Entwicklungen geben M. Codazzi (Annales de Torto-

lini, 1857, S. 354) und G. Escherich (Sitzb. der k. Akad. der Wissensch. Bd. LXIX).
> Saggio di interpretazione etc.<
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die beiden Axiome der Congruenz und der Geraden zu ihren Grundlagen.
Letzteres Axiom wird aber nicht vollstdndig sondern nur in folgender be-
schrinkter Weise verwendet: Wenn zwei Ebenen, welche jede eine Gerade
enthalten, zusammenfallen, so decken sich die beiden Geraden in allen Punk-
ten, wenn sie zwei Punkte gemeinsam haben. Durch diese Aussage ist nur
die Gerade in der Ebene und nicht die Gerade im Raume zugleich bestimmt.
Aehnliche Beziehungen wie bei den Geraden in der Ebene finden auch bei
den Fldchen mit constanter Kriimmung statt; auch hier konnen die Theile
zur Deckung gebracht werden und es ist im Allgemeinen durch zwei Punkte
(besondere Lagen abgerechnet) nur eine kiirzeste Linie moglich.

Bei einer Flache mit constanter positiver Kriimmung ist fiir zwei
diametrale Punkte die Kiirzeste nicht bestimmt, wihrend fiir jede andere
Lage nur eine Kiirzeste moglich ist. Fiir Flachen mit constanter ne ga -
tiver Kriimmung ldsst sich beweisen, dass solche Ausnahmspunkte nicht
existiren, so dass die beiden Voraussetzungen der (nichteuclidischen) Plani-
metrie vollstdndig fiir diese Flidchen giltig sind. Daraus folgt, dass alle Sétze
der nichteuclidischen Planimetrie sich unmittelbar auf die Fldchen constan-
ter negativer Kriimmung iibertragen lassen, und dass Resultate der ersteren,
welche in der Planimetrie mit unseren Anschauungen unvereinbar scheinen,
auf den letzteren Fliachen ihre (reelle) Interpretation finden. In gleicher Weise
entspricht der Uebergang von der nichteuclidischen Planimetrie zur euclidi-
schen dem Uebergange von den Flédchen mit negativer Kriimmung zur Flache
mit der (constanten) Kriimmung Null.

113.

Der Beweis dieser Séitze folgt aus dem Ausdrucke fiir das Linienelement
einer Flache constanter Kriimmung. Fiir die passende Wahl des Coordina-
tensystems dient folgende Betrachtung. Eine Kugelfliche mit dem Radius &
besitzt an allen Punkten die constante positive Kriimmung 1 : k2. Projicirt
man ihre Punkte vom Mittelpunkte (als Projectionscentrum) auf eine Ebene,
so sind die Projectionen der grossten Kreislinien d. i. der Kiirzesten Gerade.

Es sei OA = a die Entfernung des Mittelpunktes von der Projectionsebe-
ne, N die Projection von M, MB 1 OA. Aus AOAN = AN OBM folgt

ON : OM = OA : OB.
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Ist A der Anfang eines rechtwinkligen Coordinatensy- Fig. 61.
stems in der Projectionsebene, sind ferner u, v die Coor-
dinaten von N; x, y, z die Coordinaten von M fiir den

Punkt A als Anfang und der Geraden AO als z-Axe, so
ist

L. 28
oN" YT OoN" T ON
ON = +Va?+ u? 4 v2.

Setzt man statt u, v resp. v + du, v + dv, so erhélt man z + dz, y + dy,
z 4+ dz. Das Linienelement

xr =

ds* = dz* + dy* + dz*
geht dadurch iiber in

(a® + v?) du? — 2uv du dv + (a® + u?) dv?

ds* = I
§ (a® + u? + v?)?

oder in

o, —dw + du® + dv?
w2

w? :a2+u2+02.

ds® =k

Da (nach Gauss) fiir das Linienelement
ds®> = Edu® + 2F dudv + G dv*

das Mass der Kriimmung durch die Grossen E, F', G bereits bestimmt ist,
so wird der Ausdruck
o (a? —v?) du® + 2uv du dv + (a* — u?) dv?

(a2 — w2 — v2)2 ’

ds® = k

welcher aus dem vorigen dadurch erhalten wird, indem man k¢ und a: statt
k und a setzt, einer Fliche von constanter negativer Kriimmung = —1 : k?
angehoren. Alle Untersuchungen, die sich auf solche Eigenschaften beziehen,
welche von der Biegung einer Flache unabhéngig sind, konnen daher aus dem
hier gegebenen Ausdruck fiir das Linienelement erhalten werden, und werden
allgemein fiir alle Fldchen von constanter negativer Kriimmung gelten.
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114.
Der Ausdruck fiir das Linienelement
dw? + du® + dv?

w2
w+u+ vt =a

ds® = k?

2

ist reell fiir alle Werthe von v und v, welche der Bedingung
u? +0? < a?

geniigen. Denkt man sich in einer Hiilfsebene zu jedem Punkt u, v der Flache
einen Punkt z, y construirt, wobei

gesetzt wird, so wird fiir alle Punkte der vom Anfange mit dem Radius a
construirten Kreisfliche die Grosse ds reell. Jede Kiirzeste auf der Fléche ist
durch eine lineare Gleichung zwischen u und v, also in der Hiilfsebene durch
eine lineare Gleichung zwischen x und y bestimmt.
Setzt man
u=rsina, vV =7Ccosaq,

so wird

ka \’ k2r?
2 _ 2 2
ds® = (—a2 — 7“2) dr® + PR da”. (1)

Fiir eine Kiirzeste, welche durch den Punkt v = 0, v = 0 geht, ist «
constant; ihre Lange p bis zum Punkte (u, v) erhélt man aus

adr
a2 _ 2

dp=Fk

durch Integration

k. a+r k. a+vVu+?
p = —log =—log——m—.
2 a—r 2 a— Vu?+ v?
Dieser Ausdruck wéchst von r = 0 bis r = a fortwéhrend; fiir » = a wird

p = oo; fiir r > a wird p imagindr. Das ausserhalb der Kreisfliche in der
Hiilfsebene entsprechende Gebiet der Fliche ist daher ideal.
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Betrachtet man in den Gleichungen (1) die Grésse r als constant und den
Winkel « als variabel, so erhélt man fiir den Bogen o auf der Fléiche

kra
Va2 —r2’
d. h. der Bogen o ist proportional dem Winkel a. Die vom Punkte u = 0,
v = 0 aus gezogenen Linien p bilden unter einander denselben Winkel wie

die zugehorigen Linien r in der Hiilfsebene.
Aus den vorigen Gleichungen folgt

P P a
=atan—-, c¢os— = —;
e kT ow

g =

damit wird

P
= kasin =
o Ozﬁll‘lk

Fir a = 27 wird der Umfang des Kreises vom Radius p

.p
= 21k sin —.
7k si 2

115.

Aus dem Vorhergehenden folgt unmittelbar die Uebereinstimmung der
nichteuclidischen Planimetrie mit der Theorie der Flachen constanter nega-
tiver Kriimmung. Jeder beliebige Punkt derselben kann als Anfangspunkt
d. i. als der Punkt v = 0, v = 0 genommen werden. Fiir eine nicht durch ihn
gehende Kiirzeste existiren zwei durch den Punkt (0, 0) gehende Kiirzeste als
die gemeinsame Grenze der schneidenden und nicht schneidenden Kiirzesten,
welche den Parallelen der nichteuclidischen Planimetrie entsprechen. In der
Hiilfsebene sind der gegebene Punkt durch den Mittelpunkt des Kreises, die
Gerade durch eine Sehne und die beiden Parallelen durch die an die Endpunk-
te gezogenen Radien versinnlicht. Da der Winkel der beiden Radien kleiner
als zwei Rechte ist, so ist auf der krummen Flache der Parallelwinkel spitz.
Ist p die kiirzeste Entfernung des Punktes von der gegebenen Kiirzesten I7(p)

der Grenzwinkel, so ist
r

cos IT(p) =,
a
wo r der Abstand des Mittelpunktes von der Sehne ist. Setzt man fiir » den

Werth, so erhélt man
cos I1(p) = tan %
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116.

Fiir das Linienelement einer Fldche mit constanter Kriimmung lassen sich
noch andere Ausdriicke aufstellen.

I. Fiir die Fldchen mit positiver Kriitmmung.
P\ 2
1) ds* = dp* + (k: sin E> do?.

2) Sind &, n die Coordinaten der stereographischen Projection des Punk-
tes M, wenn die Projectionsebene parallel zur fritheren xy Ebene die Kugel
beriihrt, so ist

¢ =dcosa, n=dsina, d:2ktan%,
also ) )
gs? = &+ dn”
s° = rZaE
1_ /’7
4k?

3) Setzt man
z=pcosa, t=psina,

so wird

1 ((k ?
ds® = d2* + dt* + — <(—Sin£> —1) (zdt — tdz)?,
p? \\p

oder entwickelt

g — a2y ar — (12 dt — tdz)?
s°=dz" + ~ 52 _15k2+'” (zdt —tdz)”.
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II. Fiir die Flichen mit negativer Kriimmung erh&lt man

2
1) ds?=dp? + (ksin g) da?.

2) £ =2k tan 2 cos a, n=2k tan 2 sin

2k 2k
ds® = —d£2 i .
L et
4k
1 2
3) d32:dz2+dt2+? (<£5in£> —1) (zdt — tdz)*

1 2p°
ds* :d22+dt2+@ (1+ 15pk2 +) (zdt — tdz)>

Riemann’s und Helmholtz’s Raumtheorien.

117.

Die Resultate der Beltrami’schen Untersuchungen der Flichen constan-
ter Kriitmmung lassen sich auch aus dem Ausdrucke fiir das Linienelement in
rein analytischer Form durch die Transformation der Differential-Ausdriicke
ableiten. Diese urspriinglich von jeder geometrischen Voraussetzung freien,
durch Gleichungen ausgedriickten Figenschaften geben geometrisch interpre-
tirt die in dem vorigen Artikel angefiihrten Sétze. Diese Methode gestattet
auch eine Verallgemeinerung fiir eine beliebige Anzahl von Variabeln und
kann daher zur Einfiihrung des allgemeinen Raumbegriffes von einer beliebi-
gen Dimensionszahl dienen.

Die Veranlassung zu diesen Untersuchungen gab die classische Arbeit von
B. Riemann* »Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grun-
de liegen<. Der Raum wird unter dem Begriff der mehrfach ausgedehnten
Grossen gefasst. Im Falle der Stetigkeit der unter einem solchen Begriff ge-
dachten Grossen werden die in der Geometrie gebrauchlichen Benennungen
verwendet. Das Einzelne der P unkt wird durch eine gewisse Anzahl von
unter einander unabhéngigen Messungen bestimmt. Die Anzahl dieser Mes-
sungen heisst die Dimensionszahl der Grosse oder des Raumes, die

*Habilitationsschrift, vorgelesen am 10. Juni 1854, erschienen 1867 im 13. Bd. der
Abhandlungen der k. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen.
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bei der Bestimmung des Punktes M erhaltenen Masszahlen =, zs, ... x,
heissen die Coordinaten von M. Analytisch ist der Punkt durch n
Gleichungen, welche im Speciellen die Form

I = ag, Ty = A9, Xy = Ap

haben, bestimmt. Sind zwischen den Coordinaten n — 1 Gleichungen gege-
ben, so ist nur eine Variable willkiirlich, das aus der mehrfach ausgedehn-
ten Grosse dadurch ausgeschiedene Gebilde wird eine Linie genannt. Ist
o(x1, 9, ...x,) irgend eine Ortsfunction von M, so entspricht einer steti-
gen Bewegung des Punktes M eine stetige Aenderung von mindestens einer
Coordinate und die Aenderung der Function ¢(z1, z2, ...z,) wird durch
das Differential 5 5 5
a—zdasl—ka—idasg—l—“-%—a—id%

ausgedriickt, falls die Coordinaten x1, xo, ...z, in x1+dxy, ro+dxs, ... T, +
dx,, iibergehen.

Fiir die Lénge des Linienelementes wird ein positiver Ausdruck von der
Form

d82 = All d£E12 + A22 d$22 + ... + Ann dZEnz
+ 2A12 de’l d!EQ —+ ... + 2An—1,n dCL’n_l dl’n,
wo A1, A2, Ay, Functionen von x4, x», ... x, sind, angenommen.

Diese Voraussetzung ist die einfachste, welche den Bedingungen entspricht,
dass ds sich proportional dndert, wenn dx,, dx,, ...dx, sich in demselben
Verhéltnisse éndern und dass ds ungeédndert bleibt, wenn simmtliche Grossen
dxy, dzs, . ..dx, das Zeichen dndern.

Durch das Linienelement ist der Raum vollkommen bestimmt, die Un-
tersuchung der KEigenschaften des Raumes werden vermittelst der Theorie
der homogenen Differential-Ausdriicke (erster Ordnung) zweiten Grades er-
halten. Diese (durch Gleichungen ausgedriickten und urspriinglich von je-
der geometrischen Voraussetzung unabhéngigen) Eigenschaften werden dann
geometrisch interpretirt, zu welcher Interpretation die euclidische Geometrie
deshalb verwendet wird, weil in Folge des thatsédchlichen Stattfindens die-
ser Form der Geometrie im Bereiche unserer (beschrankten) Erfahrung diese
Gleichungen eine anschauliche Deutung finden.
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118.

Zur Anstellung dhnlicher — ebenfalls auf die Grundlagen der Geome-
trie beziiglicher — Untersuchungen wurde auch H. Helm h o1t z* gefiihrt;
letztere dienen den Riemann’schen insofern zur Ergénzung, als sie ausgehend
von Voraussetzungen, welche allen geometrischen Arbeiten zu Grunde liegen,
zum Riemannschen Ausgang d. i. zur Voraussetzung des Ausdruckes fiir das
Linienelement fithren.

Dieser Raum-Untersuchung liegt ebenfalls die Voraussetzung der Mog-
lichkeit der Anwendung der Rechnung sowol der Analysis des Endlichen als
auch des Unendlichkleinen, welche durch die Homogenitét der Differential-
gleichungen ihren Ausdruck findet, zu Grunde. In geometrischem Sinne wer-
den folgende Annahmen gemacht:

1) Der Punkt ist das Raum-Element und seine Lage ist durch drei von ein-
ander unabhéngige Messungen »Coordinaten< bestimmt. Jeder Bewegung ei-
nes Punktes entspricht eine stetige Aenderung mindestens einer seiner Coor-
dinaten.

2) Bei einem in sich festen aber im Raume beweglichen Kérper haben
je zwei Punkte einen bei jeder Bewegung des Korpers unverénderlichen Ab-
stand, welche Eigenschaft analytisch durch eine von dieser Bewegung un-
abhéngige Gleichung zwischen den sechs Coordinaten der beiden Punkte
ausgedriickt wird.

3) Zur Bestimmung der Lage eines solchen Kérpers sind sechs Stellungs-
constante erforderlich. Denn wird ein Punkt willkiirlich gestellt, so sind wegen
der festen Verbindung fiir einen zweiten Punkt nur mehr zwei Coordinaten
und fiir einen dritten Punkt nur eine Coordinate willkiirlich, alle iibrigen
Coordinaten sind dann bestimmt.

4) Sind in einem beweglichen Korper zwei Punkte fest, so kann er durch
fortgesetzte Bewegung — ohne Umkehrung der Bewegungsrichtung — in
seine Anfangs-Lage gebracht werden.

Aus den obigen Voraussetzungen sollen unter Beiziehung des Congruenz-
Axioms — welches sich fiir starre und dabei bewegliche Korper auch so aus-

*»>Ueber die Thatsachen, welche der Geometrie zu Grunde liegen<. Nachrichten der
konigl. Gesellschaft der Wiss. zu Gottingen, 1868. Anregung hierzu bot das System der
Farben und die Ausmessung des Gesichtsfeldes durch das Augenmass.

t Analogien dieser Behandlungsweisen bietet die theoretische Mechanik. Man kann alle
Sitze dieser Wissenschaft entweder (analog mit Riemann) aus einem allgemeinen Princip
ableiten, oder (analog mit Helmholtz) die einfachsten Voraussetzungen zu einem Princip
zusammenfassen.
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sprechen léasst: Zwei Korper, die zu einander congruent sind fiir eine gewisse
Lage des ersten, sind auch noch congruent bei jeder beliebigen anderen Lage
des ersten — fiir Punkte mit unendlich kleinen Coordinaten-Unterschieden
die ihnen entsprechenden analytischen Folgerungen abgeleitet werden.

119.

Es seien (u, v, w) die Coordinaten eines Punktes des Korpers in der
urspriinglichen Lage, (u + du, v + dv, w + dw) die eines dem ersteren unend-
lich nahen Punktes. Wird der Korper in eine neue Lage gebracht, wobei der
Punkt (u, v, w) fest bleibt, so sind die Coordinaten der Punkte in der neu-
en Lage Functionen der urspriinglichen Coordinaten und der drei Stellungs-
Constanten p;, ps, ps, welche die neue Lage bestimmen. Sind also in der
zweiten Lage (u + du, v + v, w + dw) die Coordinaten des Punktes (u + du,
v+ dv, w+ dw) der ersten Lage, so ist

u+ou= f(u+du, v+dv, w+dw, pi, ps, P3), U.S. W.
woraus mit Vernachléssigung der Glieder héherer Ordnung folgt

ou = Apdu + Bodv + Codw
1) ov = Aydu + Bidv + Chdw
ow = Asdu + Badv + Codw

wobei Ag, By, Cy, ... Functionen von u, v, w und py, ps, ps sind. Setzt man
der Kiirze halber

ou = ex du = €€
2) v =c¢ey dv = en
ow = ez dw =€

wo ¢ eine verschwindend kleine Grosse ist, so gehen die Gleichungen 1) tiber
in

xr = Aog—i‘Bo’I]—i‘CoC
y =&+ Bin+ Ci¢
z = Al + Bon + CsC.
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Aendert man die drei Stellungs-Constanten p;, po, p3 um die verschwin-
dend kleinen Grossen dpq, dps, dps, so éndert sich die zweite Lage des Korpers
d. i. z, y, z um dzx, dy, dz. Ist ¥ eine neue Variable und setzt man

0A 0A 0A
AdY = —dp; + —dps + —dps
Op1 Op2 Ops

(und analog fiir B und C'), so wird

dx

i Aol + Bon + €oC
d

% =&+ Bin+ € ¢
dz

o o€ + Ban + EoC.

Driickt man ferner &, n, ( durch z, y, z aus, so erhélt man

W ot boy + oz )
dﬁ—ao.il? oY Co2
d

3) % =amax+by+cz
Z
%:GQCC—Fbgy—FCgZ. )

In den letzteren Gleichungen ist jeder der Coefficienten a, b, ¢ von der
Form
add = oy dpy + as dps + a dps
(und analog fiir b und ¢), wo dpy, dp,, dps willkiirlich sind es gibt daher
unendlich viele Lagenénderungssysteme. Sind (ay/, ... '), (ap”, ... c2"), (a”,
.. ¢o"") drei solche Systeme, so kann ein beliebiges viertes (ag, .. .cz) immer
ausgedriickt werden durch

a= fa + ga” + ha" u.s. w.,

wo f, g, h Constante sind fiir sammtliche Coefficienten des vierten Systems.
Umgekehrt: Sdmmtliche Lagenverdnderungssysteme (a, ...cp) kénnen aus
drei von einander unabhéngigen (a/, ... ¢cy'), (a”, ... "), (a”, ... ") durch
Multiplication mit willkiirlichen Constanten f, g, h erhalten werden (siehe
Anhang, Art. 5).
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120.

Aus den Raum-Voraussetzungen des Art. 118 folgt fiir die Gleichungen 3)

1) Da nur der Punkt (z =0, y = 0, z = 0) festgestellt ist, so kann noch
jeder beliebige zweite Punkt (z¢, yo, 20) festgestellt werden; d. h. man kann
die Werthe dp,, dps, dps derart wihlen, dass

0 = aowo + boyo + co20
0= a1Ty + blyo + C129
0= a9xo + b2y0 + 220,

was nur moglich ist, wenn fiir alle unendlich kleine Drehungen

Gy, b07 Co
ay, b17 G| = 0
a2, b27 Co

2) Die Variable ¥ bestimmt eine Stellung des Korpers, ¥ 4+ di gibt eine
unendlich kleine Verschiebung. Auf diese Verschiebung lasse man fortgesetzt
der ersteren gleiche Verschiebungen folgen, welche also durch die Grossen
V+2d9, ¥+ 3dd, ... bestimmt sind. Bezeichnet man mit Sy die urspriingliche
Stellung, mit Sy, Ss, ... die verschobenen, so fillt der Punkt (x + dz, y + dy,
z + dz) in Sy mit demjenigen Punkte von S zusammen, der vor der ersten
Verschiebung die Coordinaten z, y, z hatte. Man erhélt daher die Lage des
Punktes (z, y, z) in Sy nach Ablauf der zweiten Verschiebung dadurch, dass
man den Ort des Punktes (z + dz, y + dy, z + dz) in Sy nach Ablauf der
ersten Verschiebung bestimmt, was dadurch geschieht, indem man in den
Gleichungen 3) ag, by, ...cy als constant betrachtet und (z + dzx, y + dy,
z + dz) statt (z, y, z) setzt; u. s. w. d. h. man kann den Ort des Punktes
(x, y, z) in Sp nach Ablauf der successiven durch ¥ + dd, ¢ + 2d9, ¥ + 3d0,

. ausgedriickten Verschiebungen dadurch bestimmen, indem die Gleichun-
gen 3) unter der Voraussetzung integrirt, dass man die Coefficienten ag, by,
...y als constant und z, y, z als Functionen von 1 betrachtet.

Zur Ausfiihrung der Integration der Gleichungen 3) multiplicire man selbe
mit [, m, n und addire ihre Producte. Bestimmt man die Factoren [, m, n
derart, dass

lh = lag + may + nas
mh = lb(] + mb1 + nbg

nh = lcy + mey + ney
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wird, so erhélt man die Grésse h aus

g — h? ] , Q2
4) bo , bi—h, b =0
Co , C1 , Co — h

welche Gleichung drei Werthe von h und damit drei zugehorige Systeme von
Werthen [, m, n gibt. Aus den Differenzgleichungen folgt, wenn man der
Kiirze halber

lx +my+nz=0U

setzt,
dUu
— = hU;
dv ’
woraus durch Integration
U = Ahe?,

wo A eine willkiirliche Constante bedeutet, erhalten wird.

Vermoge der Gleichung 4) muss eine Wurzel hy = 0 sein, also der zu-
gehorige Werth von U d. i. Uy =Const.; die beiden anderen Wurzeln haben
die Form

hi =a+wiund hy = a — wi,

woraus fiir die zugehorigen Werthe von U die Ausdriicke

Uy + Uyi = Ae® - @07,
U1 . (]22 _ Ae—ci . e(a—wi)ﬁ

oder

U, = Ae™” cos(wd + c)
Uy = Ae® sin(wd + c),

wo A und ¢ willkiirliche (reelle) Constante bedeuten, folgen. Daraus erhélt

man
Ut +Us = A%*,

welche Gleichung mit der Voraussetzung, dass man durch fortgesetzte Aen-
derung von ¥ wieder die fritheren Werthe von z, y, z also auch von U; und
U, erhilt, in Widerspruch steht. Es muss daher @ = 0 sein.
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121.
Aus dem vorigen Artikel erhédlt man folgendes Resultat:
Uy = loz + moy + noz

5) Ui =lhx+my+nz
Uy = lbx + moy + noz

drei lineare Functionen, und betrachtet man die Stellung des Punktes (z, v,
z) durch die drei Stellungsconstanten pq, ps, ps bestimmt, so kann man die
Differentialgleichungen, welche eine Drehung um den Punkt (u, v, w) und
einen beliebigen Punkt bestimmen, auf die Form bringen

dUg . dUl . dU2 - .
w0 gy T gy =l

dabei bleiben also alle Punkte (z, y, z) in Ruhe, welche den Gleichungen
U 1 = 0 und U2 =0

geniigen.
Denkt man sich eine zweite Drehung des Systems, bei welcher die Punkte

U0:0undU2:0

in Ruhe bleiben, so sind die zugehorigen Differentialgleichungen

dU, dU, U,
a0, U a0 dw, v

wo ¢ eine Constante und v; die diese Drehung bestimmende Variable ist.
Fiir eine dritte Drehung, bei welcher die Punkte

U0:0undU1:0

in Ruhe bleiben, hat man analog

dUy dU, dU,

S0 U, S —gU,, 22 =0,

Denkt man sich die Stellungsconstanten pi, ps, ps als Functionen der
Grossen v, 1, ¥9 und beriicksichtigt man, dass aus drei Annahmen fiir die
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Coefficienten der Differentialgleichung durch Multiplication mit willkiirlichen
Constanten f, g, h jedes beliebige mogliche System erhalten wird, so erhélt
man alle unendlich kleinen Verschiebungen durch

dUo = QOUQ dﬁl - QZJUl d’l92
CZUl = —wUQ d’ﬂo + on d192
dUQ == UJUl d’l90 - (,DUO dﬁl,

wo die willkiirlichen Factoren f, g, h in die Constanten w, ¢, 1 einbezogen
sind.
Aus diesen Gleichungen folgt

Uy dUy + Uy dU, 4+ Uy dUy = 0,
d. h. Uo? + Uy% + Uy? = const.,

oder, wenn man die Grossen Uy, Uy, Uy vermoge 5) und 2) durch du, dv, dw
ausdriickt,

const. = (Io du + mg 6v + ng dw)?
+ (I Su 4 my dv + ny dw)?
+ (Iy Su 4 my 6v + ng dw)?;

d. h. es existirt immer ein homogener quadratischer Ausdruck der unendlich
kleinen Coordinatenunterschiede (du, dv, dw), der bei allen Drehungen des
Systems um den festen Punkt (u, v, w) constant bleibt. Diesen constanten
Differentialausdruck kann man als das Mass des Quadrats der Distanz der
Punkte(u, v, w) und (u+ du, v+ dv, w+ dw) des festen Korpers betrachten.

Das Quadrat des Linienelement vom Punkte (0, 0, 0) bis zum Punkte
(dz, dy, dz) lasst sich daher bei passender Wahl des Coordinatensystems z,
y, z von der Form voraussetzen

ds® = da® + dy* + d2*.

Aus dieser Form folgt, dass unendlich kleine Raumtheile ohne Riicksicht auf
ihre Grenzen zur Deckung gebracht werden konnen, dass also der Raum —
in analoger Weise, wie alle Linien aus congruenten Linienelementen und al-
le Flichen (nach Art. 109) aus congruenten Flichenelementen — aus con-
gruenten Raumelementen zusammengesetzt ist. Diese Eigenschaft wird nach
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Riemann »Ebenheit< genannt. Auf solche unendlich kleine Raumtheile l&sst
sich die euclidische Geometrie anwenden.

Anmerkung. Da die Homogenitét des obigen Differentialausdruckes von der Vor-
aussetzung der Existenz von Differentialquotienten abhéngt, so folgt, dass fiir die Geome-
trie die Voraussetzungen der Anwendbarkeit der Rechnung und der Existenz von Differen-

tialquotienten fiir die stetigen Functionen der Coordinaten resp. den Voraussetzungen der
Congruenz und der Existenz unendlich kleiner d&hnlicher Figuren entsprechen.*

122,

Wie bereits im Art. 117 erwidhnt wurde, kann die Geometrie einer Raum-
form irgend einer Dimension aus dem Linienelemente, fiir welches nach Rie-
mann ein homogener quadratischer Ausdruck der Differentiale der Coordi-
naten angenommen wird, erhalten werden. Fiir den Raum von drei Dimen-
sionen erhélt diese Annahme durch die Untersuchung von Helmholtz einen
directen Beweis. Die Raumuntersuchungen werden daher durch die Theo-
rie dieser Differentialausdriicke erledigt; letztere Untersuchungen wurden von
E.B. ChristoffellundR. Lipschitz in erschépfender Weise durch-
gefithrt, wesshalb hier nur die Resultate angedeutet werden sollen.

Da ein quadratischer Ausdruck mit n Variabeln dx, dzo, ...dz, — also
n+1n . . .. .
t g Coefficienten, welche Functionen der Grossen 1, xs, . . . x,, sind,

— durch n Gleichungen

1= @1(Y1, Y2, - Yn)s T2 =02(Y1, Y2, - - Yn)s Tn = @nl(Y1, Y2, .- - Yn)

wieder in einen homogenen Ausdruck der Grossen dy;, dys, . . . dy, iibergeht,
so folgt, dass man bei zwei solchen Ausdriicken durch Wahl der Functionen
01, Y2, ..., immer n Coefficienten gleich machen kann. Die Coefficienten

*Beispiele stetiger Functionen ohne Differentialquotienten gibt H. Hankel in sei-
nen »Untersuchungen iiber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen<.
Tiibingen, 1870.

fs>Ueber die Transformation der homogenen Differentialausdriicke zweiten Gra-
des< Crelle Journal Bd. 70. »Ueber ein die Transformation homogener Differentialaus-
driicke zweiten Grades betreffendes Theorem« Crelle Bd. 70.

s Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Functionen von n Differentia-
len.< Crelle Journal Bd. 70. »Entwicklung einiger Eigenschaften der quadratischen For-
men von n Differentialen<. Crelle Journal Bd. 71. »Fortgesetzte Untersuchungen in Betreff
der ganzen homogenen Functionen von n Differentialen<. Crelle Journal Bd. 72. Umarbei-
tungen des Verf. sind enthalten im Bulletin des sciences mathématiques et astronomiques.
Tome IV.
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(n—1)
2

des Linienelementes sind daher durch Functionen von x4, o, ...z,

bestimmt.

Fiir n = 2 ist das Linienelement durch eine Function, fiir n = 3 durch
drei Functionen der Coordinaten des Anfangspunktes bestimmt.

Man kann nun die Frage stellen: Welche Bedingungen sind zu erfiillen,
damit zwei homogene quadratische Ausdriicke dasselbe Linienelement dar-
stellen? In diesem Falle muss jeder der beiden Ausdriicke in den anderen
durch eine Transformation der Coordinaten umgeformt werden kénnen.

Fiir die beiden Ausdriicke

ds® = Edu® + 2F dudv + G dv®
ds® = E' dx* + 2F dx dy + G’ dy?

des Linienelementes einer krummen Fléche erhélt man als Bedingung die
Gleichheit des Kriimmungsmasses.

Fiir n = 3 sind drei Bedingungen, dass der eine Ausdruck eine Transfor-
mation des zweiten ist. Dieser Fall wurde von F. Suwor o f* behandelt.

123.

Zur Erlauterung der im Anfange des Art. 117 angedeuteten Séatze soll
die Beltrami’sche Theorie! der Raume constanter Kriitmmung dienen, welche
eine Verallgemeinerung der Art. 114-116 ist.

Das Linienelement des n-Dimensionen-Raumes von constanter negativer
Kriimmung —1 : k? ist gegeben durch

dz? + dxy? + dzy® + - - + dz,)?
2

ds® = k?

x
2 2 2 2 2
="+ 1" + 2" + -+ Ty

Die Bedingung, dass s ein Minimum wird, ist durch n—1 lineare Gleichun-
gen zwischen den Grossen xq, xa, ...x, ausgedriickt (siche Anhang Art. 6).

*Die Charakteristiken der Systeme von drei Dimensionen. Die Original-Arbeit (114 S.
mit vollstindig ausgefithrten Zwischenrechnungen) erschien russisch 1871 in Kazan. Ein
vollstiandiger Auszug (vom Autor verfasst) findet sich in dem Bulletin des sciences
mathématiques et astronomiques, tome IV.

fTeoria fondamentale degli spazii di curvatura costante. Annali di Matematica Serio I1.
Tomo IL In’s Franzdsische iibersetzt von J. Hoiiel in den >Annales de I’ Ecole Normale
supérieure< t. VI; 1869.
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Die Entfernung p der beiden Punkte 2°, x,°, ...2,° und z, 21, ... 2,
erhélt man durch die Gleichung

a? — 121" — 29150 — - - — 1,0

p
COﬁE: 5 5 5
\/az—xlz—xgz---—an\/QQ—xlo 0% g, 0

Jeden beliebigen Theil des Raumes kann man in einen andern Ort iibertra-
gen und daselbst mit einem entsprechenden Raumtheil zur Deckung bringen.
Diese Uebertragung geschieht analytisch durch eine sogenannte homo -
graphische Transformation.

In gleicher Weise lassen sich die iibrigen im Art. 116 angegebenen Trans-
formationen durchfithren. Speciell mége der dem Ausdrucke 1) entsprechende

angegeben werden. Fiihrt man statt der Grossen xq, o, ...z, die Variable
r, A1, Ag, ... A\, €in, wo
T1 =T\, Ta =Ty, ... T =T\,

M+ N =1

vorausgesetzt wird, so erhélt man

2 2,.2
ds? = (M> art e T g

a2 — r2 a2 — r2

wo dA% = d\? + d\2 + - -+ d)\, 2 ist.

Ist p die Entfernung des Punktes 1, x5, ... x, vom Coordinatenanfang,
so ist rad ) )
adr r P
—— =dp, ——— =sin—;
a? —r? P 2 k

dadurch erhialt man fiir das Linienelement den Ausdruck
2 2 . P\? ;2
ds® =dp” + <k5m%> dA“.
Der Ausdruck
o —dr? + dzy? + dug® + - - + dx,?

T2
2 2 2 2
rr=a"+T "+ T+ F Ty

ds® =k

2
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bestimmt das Linienelement des n-Dimensionen-Raumes mit constanter po-
sitiver Kriimmung +1 : k2. Fiir die Entfernung zweier Punkte erhélt man

a? + 2121 + 20w + - + 27,

P
COS — = .
FoovVar+a a2+ 4 e2Va + 2, + 2 + o2,

In diesem Ausdrucke kénnen die Coordinaten xy, xs, ...x, alle Werthe
von —oo bis 400 annehmen. Die Grésse p bleibt immer endlich. Denn setzt
man

210 = M7, 220 = o7, L. x,0 = AT,
WO
MM+ N =1

ist, so erhélt man fiir 7 = oo

P AT+ Aexo+ -+ Ay,
cos — = :
k Va2 + 2+ -+ 1,2

d. h. p gleich einer endlichen Grosse.

Durch zwei Punkte ist eine Kiirzeste nicht immer eindeutig bestimmt.
Denn sind die Coordinaten der beiden Punkte unendlich, so folgt aus den
Gleichungen der Kiirzesten

/ Tt /
1 n— n—1
e N — b, 1+

n x?’l xn

fiir beide Punkte mit unendlichen Coordinaten im Falle der Gleichheit der
Verhéltnisse 1 : x,, ... 2T,_1 : , die Unbestimmtheit der Coefficienten 0,
...bl,_;; im Falle der Verschiedenheit dieser Verhéltnisse sind diese letzteren
Coefficienten, also auch sammtliche Coordinaten der Punkte der Kiirzesten
unendlich.

Der Raum constanter positiver Kriimmung ist im Raume constanter ne-
gativer Kriimmung enthalten.*

Denn setzt man

a n
- =Y, =Y, --- = Yn,
x xr x

*Dieser wichtige Satz bildet den Schluss der hochst interessanten Abhandlung von
Beltrami.
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so erhalt man

ds® = k*(dy* + dy,” + - + dy,”)
VHupt it =1

Fiir den Raum constanter negativer Kriitmmung —1 : ko? ist

2
ds® = dp® + (ko sin kﬁ> (dA? 4 dX? + -+ d)2)
0

MEAENZH -+ N2 =1.

Setzt man in diesem Ausdrucke p = Const., so erhélt man einen n — 1-
Dimensionen-Raum von der constanten Kriimmung —1 : ko?; letzterer ist
nach der obigen Formel ein n — 1-Dimensionen-Raum von der Kriimmung
1:k% wo

k= ko sin 2
ko

ist. Fiir kg = oo geht der Raum negativer Kriimmung in den euclidischen
iiber, fiir diesen ist k£ = p.

Anmerkung 1. Aus diesem Satze erhellet am deutlichsten die Unrichtigkeit der
in manchen Kreisen gehegten Ansicht von der Selbststdndigkeit der drei Formen der Geo-
metrie. Vergl. Art. 105.

Anmerkung 2. Von den Raumformen wurden bis jetzt die ebenen RiAume,
welche als Verallgemeinerung des euclidischen Raumes fiir eine beliebige Dimensions-
zahl erscheinen, am ausfiihrlichsten behandelt. Hierher gehorige Untersuchungen sind von
Kronecker (Monatshefte der Berliner Akademie, 1869), B e ez (Mathematische An-
nalen, Bd. 7) und A. angestellt. Eine Anzeige einer vollstéindigen Darstellung gibt C. Jor -
d an in seinem »Essai sur la Géométrie a n Dimensions.« Comptes rendus LXXV, p. 1614.
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Anhang.

1.

Dasselbe folgt auch aus dem Lobatschew-
sky’schen Beweise des Satzes, dass — unter der Vor- Fig. 62.
aussetzung die Winkelsumme eines endlichen Drei-
ecks ist kleiner als zwei Rechte — zu jedem Winkel
als Parallelwinkel sich die zugehorige Distanz finden
lasst.* Der Beweis wird daselbst auf folgende Art
gefiihrt: >Ist BAC der gegebene Winkel, so sei in
dem bei B rechtwinkligen Dreiecke ABC die Win- 4
kelsumme = 2R — o. Macht man BD = AB, so ist
die Winkelsumme des Dreiecks ADC = 2R—2a, also
die des Dreiecks ADE < 2R — 2a, wo D 1. EAD vorausgesetzt wird. Durch
fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens muss man zu einer Senkrechten
gelangen, welche die Gerade AC' nicht mehr schneidet. Es muss daher eine
(néher an A liegende) Grenzlinie M N existiren, fiir welche die Senkrechten
niher bei A die Gerade AC' schneiden; diese Senkrechte ist zu der Geraden
AC parallel. Denn zieht man die Gerade M F unter einem beliebig kleinen
Winkel mit dieser Grenzlinie und ist F' ein Punkt derselben, so erhélt man,
wenn durch F die Gerade FFG 1 AB gezogen wird, ein Dreieck AGH, in
welches die Gerade M F' eintritt, also hinreichend verldngert die Gerade AC
in einem Punkte, etwa K, schneidet.<
Setzt man AB = a, so werden fiir die Dreiecke ADFE, ... die Seiten AD,

. resp. 2a, 2%a, ... Ist fiir AP = 2"a die Construction unmdoglich, so muss
2R — 2"a — ... bereits < R + BAC geworden sein. Ist a unendlich klein,
so muss « ebenfalls unendlich klein sein, weil sonst fiir eine unendlich kleine
Distanz AP die Construction eines bei M rechtwinkligen Dreiecks unmoglich
wire. Der Grenzwerth der Winkelsumme des rechtwinkligen Dreiecks ABC
muss daher mit dem Verschwinden der Seite AB die Grosse 2R erreichen.

*Geometrische Untersuchungen S. 19.
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2.
Wegen der Wichtigkeit der hyperbolischen Functionen in der absoluten

Geometrie sollen die am héufigsten vorkommenden Relationen zusammenge-
stellt werden.

. —e” e’ +
1) siny = ———, cosx =
2 )

cosx +sinxy = e*

x

COsT —sinz = e~

. x> ab
smr =x + 3] + 5l + ...
x?  at
cosxr =2x+ 5 + m +...
e* —e™™  sing
= , U. S. W.
et +e* oS
. r. .
2) siny = —sinwxi, cosx = cosxi,

]

1 . . ‘
tanz = —tanxi, cotx =1cosxr.
1

3) sin0=0, cos0=1, tan0=0,
sinoo =00, 0500 =00, tanoco =1.
4) Ist sinx = 2, so heisst © = arcsinz u. s. w.
accsinz = log(z + Va2 + 1),
acccos z = log(x + Va2 — 1),

1
arctanz = %log( +x).
1l—x

5) cosz® —sing? =1, tana® +seca’® = 1.
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6) sin(x £ y) =sinzcosy + cosxsiny
cos(z ty) =cosxcosy £ sinxsiny
c0s 22 = cos 2 + sin 22
=2cos2’ —1=2sinz’ +1

7) dsinz =cosxdr, dcosx =sinzdr
d d
8) dtaux:—x, deosr = —— ’
cos 22 sinx?

9) d avc sin do d axc cos dz

r=——, r=—

Vaz+1 Va?—1
d

10) datctanle_—ﬁ, datccotx:—xzfl.

Die hyperbolischen Functionen kénnen in der euclidischen Geometrie in
gleicher Weise durch Linien einer gleichseitigen Hyperbel mit den Halb-Axen
a = b =1 versinnlicht werden, wie die goniometrischen Functionen am Krei-
se.

Beschreibt man iiber die grosse Axe AA’ einer Ellipse als Durchmesser
einen Kreis, so ist das Verhéltniss der beiden zwischen denselben zwei Senk-
rechten auf die Axe enthaltenen Fldchen = b : a. Gleiches gilt von den Drei-
ecken, welche einen Punkt der Axe zur gemeinsamen Spitze und die in die-
selbe Gerade fallenden Ordinaten y und z zur Basis haben. Ist O der Mittel-
punkt der Ellipse und des Kreises, so ist daher fiir die in dieselbe Senkrechte
auf die Axe fallenden Punkte M und N

Sector AOM : Sector AON =b:a

a? oz
Sector AON = 5 arcsin 2

Sector AOM = %barcsin %

Daraus folgt, wenn Sector AOM = g gesetzt wird,

= sin

b ab’
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ebenso
T U

— = cos —.
a ab

Setzt man b statt b, so geht die Ellipse in eine Hyperbel iiber und man
erhélt:

Y
Y_sint
b ab
x U
— =05 —:
a ab’

fiir a = b = 1 stellen also die Coordinaten z und y des Punktes M der
gleichseitigen Hyperbel die frither definirten hyperbolischen Functionen dar,
dabei bedeutet u die doppelte Fliache des Sectors AOM .*

3.

Dass aus dieser Gleichung die simmtlichen Formeln
fiir das rechtwinklige Dreieck erhalten werden koénnen, Fig. 63.
wird so bewiesen: Es sei zunéchst a und ¢ < R. Man
verlangere BA und BC derart, dass BA' = BC' = R
wird; ist D der Durchschnittspunkt der Bogen C'A und
C'A’, der mit A auf derselben Seite des Bogens BC liegt, p
soist AAC" =B, CC'"=R—a=D.
Wendet man die erhaltene Gleichung auf die Seiten
AA und AD des bei A’ rechtwinkligen Dreiecks AA'D A’

an, so erhélt man

C'
sin (R —¢) =sin (R —b)sin (R — a)
sin(R— B) =sin (R —b)sin A

oder

cosc = cosbcosa

cos B = cosbsin A.

Auf analoge Weise wird der Beweis gefiihrt, wenn ¢ > R oder a und ¢ > R
sind.

*Ausfiihrlichere Darstellungen der Theorie der hyperbolischen Functionen sind:
1) Gudermann, Crelle Journal Bd. 6-9.2) Grunert, ArchivB. 38.3) C. A. Lai-
sant, Essai sur les Fonctions hyperboliques. Paris, 1874.
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4.

Hierbei wurde folgender Weg eingeschlagen. Es seien o und o/ zwei geo-
metrische Breiten eines Sternes S, welche zwei unmittelbar auf einander fol-
genden Positionen A und A’ der Erde in demselben Breitenkreise des Sternes
entsprechen, so ist AA’ = 2a = nahe dem Durchmesser der Erdbahn. Setzt
man den Winkel ASA’ = 4, so folgt, falls die euclidische Geometrie stattfin-
det,

a=ao L.

Verschwindet die Entfernung 2a gegen die Entfernung AS oder A’'S, so ist
d =0, also AS || A'S und

a=a.
Im Falle des Nichtstattfindens der euclidischen Geometrie, ist a von o' ver-

schieden; fiir & > o’ kann man A’ A um eine solche Strecke AB = x verlangern,
dass BB’ 1. AB parallel AS wird. Dann ist

a=1II(z), o =I(x+2a)

oder
1 -7 PV -
tansa=e k, tanjo =e k k,
also
2a tan o
ek = —/’
tan o

aus welcher Gleichung der Werth von £ folgen wiirde.
Auf jeden Fixstern mit verschwindender Parallaxe kann diese Methode
angewendet werden.

Sind némlich,
dpy:d)=q—1, dpy:di=gqy, dps:d)=gqs

gesetzt,
a =a1q + g +asgs
"

" =aa1qi” + g + azq” (1)

" n n n
a’ = o191 + Qg2 + a3qs3
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drei bestimmte Annahmen fiir den Coefficienten a, ferner
a=oq+aq+asgs  (2)

eine beliebige vierte, so erhélt man aus den Gleichungen (1) die Grossen oy,
(9, ag in der Form

o = /Bla,/ + ﬁ//a// _|_ 5,/,0/”
wo (3, 6", 3" blos von den Grossen ¢, ¢5’, ...q3" abhingen, also fiir alle

Coefficienten a, b, ¢ eines Transformationssystems constant sind. Setzt man
diese Ausdriicke in (2), so erhédlt man

a=(Biq1 + Byge + Biq3) o
+ (87 + Byqe + Bqs) a”
(000 + B+ B0 o
Setzt man
a = fa/ +ga// + ha///7

so entspricht jeder Annahme von ¢;, ¢o, g3 ein System von Werthen fiir f, g,
h und umgekehrt.

Das Integral

Y

T

J_/\/dx2+dx12—l—...+d:cn2

x2+x12+...+xi:a2,
innerhalb der den beiden Endpunkten der kiirzesten Linie entsprechenden
Grenzen, muss ein Minimum werden.
Betrachtet man z, x;...x, als Functionen einer Variablen ¢, und setzt
der Kiirze halber
dx , dzy , dz,, ,
— =, — =1, ...— ==
dt Codt v dt
\/SB’2—|—ZB1/2—|—...—|—IL‘n’2 =X
A+t —ad? =1L

X
S AL=V,
X

n’
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wo A eine Function von ¢ bedeutet, so ist

0J =9

Entwickelt man §.J, so wird

Die integrirten Glieder fallen, wegen dx =

(-

4 \ O

(-
tl axl

+ ...

+/@ v
4 \O0zy

+}av5x b2
O "

to
[Vdt=0

t1

t1

oV
oV 1)
a <_8x,1 )) 51 dt

d oV
LYY s

0, 6z = 0, ...d0xz, = 0 fiir

t =ty und t = to, weg; die Gleichung 1) zerfallt, da dx, dz1, ... dx, willkiirlich

oV _d oV _,
or dt \ox')

sind, in

Nun ist

oy
Ox; dt \ 0z} B 2)
o d ovy\ 0
Ox, dt \oz,)
ov X ov x
o 2 T gp T ax
1% oV "
— —9 S
0xy AT, ory X
ov ov.
or, 2\, or. X’

n
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Dadurch gehen die Gleichungen 2) {iber in

X d (o
2 Lo — — =
x? oA dt (xX) 0

d [ x
22— — (=~ ] =0 3
ST (.CEX) )
d [z
2z, — — ~ =0
B (xX)
Multiplicirt man die Gleichungen 3) resp. mit z, x1, ...z, und addirt die
Producte, so wird
d [ o N d [ ) R d [z 5
r— | — r— (| — ot T, — | =
dt \ zX Yat \zX "dt \zX
X
= —2)\d*
x

Beriicksichtigt man, dass

d (x.z, d [z N x!?
- — xr I
dt \ zX dt \zX x X

rr' + i+l =0

ist, so geht die Gleichung 4) iiber in

0= —2\d?,

woraus A = 0 folgt.

Die Differentialgleichungen 3) der Kiirzesten werden daher
X d [
il =0 5)
x? * dt (:EX ) )

d () d [z
— =0,... —[—=) =0 6
dt (:r;X) ’ dt (:CX) )

Die Gleichungen 6) geben

=X, ... 2, =X, 7)
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WO C1, Ca, ...c, willkiirliche Constanten bedeuten, woraus

:C/

V1= 22?2’

wo ¢? = 1> +c? +. . .+ ¢, ? gesetzt wird, folgt; die Gleichung 5) wird dadurch
identisch erfiillt.

Ist dp das Element der Kiirzesten, so wird, wenn man fiir wachsende x1,
To, ...T, das untere Zeichen nimmt,

X ==+

dx

X
dp = k—dt = —k——r—,
P T V1 — c2x?

woraus durch Integration

1+ V1 —c2a?
p— po = klog
Cx
oder
1
= %)
co0s 2

folgt; po bedeutet die Integrationsconstante.

Bezeichnet man mit 29, 3, 2% den Punkt des Anfanges der Linie p (fiir

welchen also p = 0 ist), mit 2° die entsprechende Function x, so wird

1
cx’ = ———,
cos 22
k
woraus durch Elimination von ¢ aus 8) folgt
o P . P Po

— =05~ —sin - tan —. 9
x k k k )

Die Gleichungen 7) der Kiirzesten geben

dry = e X dt
o wdp o P = Po
= —= — = —dtan
Co (Cx) k Co ¢ k ’
woraus durch Integration
T, = C—ltanu + ar,
Co k



— 143 —

und analog x5, ...x,, WO ay, as...a, die Integrationsconstante bedeuten,
folgt.
Daraus erhélt man

1 — 11" = crxx’ sin pk

T, — " = cpra’ sin pk,

deren Summe der Quadrate

2
N

2 p2
= 222" sin i’

2
22gin =
- —pf 10)
0
0s —
%

2(a® — 121"

liefert. Eliminirt man py aus den Gleichungen 9) und 10), so erhélt man

Ao — .1'11'10 — ... Q}nCCnO

P
COEE: - I
Va2 —z2— . =z, a2 — " — . —x,0

Zusatz. Eliminirt man aus den obigen Gleichungen der Kiirzesten die

Grosse ad _kpo, so erhélt man
I = blxn + b/17 e Tp—1 = bn—lxn + blnfl,
wo by, V), ...b,—1, b, _; Constante bedeuten. Dieselben Gleichungen werden

auch unmittelbar aus den Gleichungen 7) durch Elimination der Grosse zX
erhalten.



Anmerkungen der Korrekturleser

Folgende Verdnderungen wurden vorgenommen:

e Originalseite 89, Abschnitt 78: Formel hief im Original

2 2 2
. X — I Y Y1 Y2 n
N =14/sin ——— 4+ tan == + tan =
1 2 + ta k+a 2 3

e Am Schluss hiel es im Original:

ay — 1210 — ... — z,1,°

— 2tan == tan = cos
k

To — T

COSE =

k \/a2—$12—...—xn2-\/a2—x102—...

_xn

2

k

Y
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